5. tétel


5. A valószínűségszámítás elemei. A valószínűség kiszámításának kombinatorikus modellje.

· Alapfogalmak, fogalmak
· Műveletek

· Valószínűség
· Klasszikus modell
· Kombinatorika

· Alkalmazások

Alapfogalmak
· A valószínűségszámítás véletlen (tömeg)jelenségek vizsgálatával foglalkozik.

· Véletlen jelenségek azok, amelyeket az ismert feltételek nem határoznak meg egyértelműen.

· Kísérletnek nevezzük, ha egy véletlen jelenséget megfigyelünk.

A valószínűségi kísérlet két feltétele:

1. A kísérlet lefolyása véletlenszerű, nem megjósolható.

2. A kísérlet azonos körülmények között akárhányszor megismételhető. Pl.:
Kísérlet: kockadobás, érme feldobás

Nem kísérlet: váza leverése a szekrényről (megismételhetetlen)
Elemi esemény: a kísérlet egyik lehetséges kimenetele. Pl.: egy kockával 4-est dobunk
Tulajdonságai
· Egyértelműen eldönthető róla, hogy bekövetkezett vagy sem.

· Egyszerre két elemi esemény nem következhet be.

· Valamelyik elemi eseménynek be kell következnie.

Eseménytér: az összes lehetséges elemi esemény halmaza. Ez lehet
· megszámlálható (diszkrét) Pl.: kockadobás

· megszámlálhatatlan (folytonos) Pl.: célbalövés
Esemény: az eseménytér részhalmazai, elemi események összessége. Pl.: kockadobásnál páros szám dobása (2, 4, 6 dobás elemi eseményeiből áll)

Bekövetkezés: egy esemény akkor következik be, ha egy hozzátartozó elemi esemény bekövetkezik. Ez többféleképpen is megvalósulhat.

Biztos esemény: az eseménytérhez tartozó esemény. Pl.: kockadobás eredménye kisebb 7-nél.
Lehetetlen esemény, ami semmiképp sem következhet be. Pl.: kockadobás eredménye 7.

Műveletek
Vegyünk egy A és egy B eseményt!

A=B

bármilyen kimenetel esetén vagy mindkettő, vagy egyik sem következik be.

A·B

A és B esemény is bekövetkezik.
A·B=0

A és B egymást kizáró események.

A+B

A vagy B következik be.

A–B

A igen, de B nem következik be.
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A nem következik be.

(Látható, hogy szoros összefüggés van a valószínűségszámítás és a halmazelmélet között. A műveletek is megfeleltethetőek, a szorzás a metszettel, az összeadás az unióval.)
Valószínűség: n számú kísérletben A esemény k-szor következett be.

k:
az A esemény gyakorisága
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:
az A esemény relatív gyakorisága. [image: image6.png]


 ; Biztos eseménynél: [image: image8.png]=




A relatív gyakoriság értéke a véletlentől függ, vagyis a kísérletet megismételve általában az előzőhöz képest különböző értéket kapunk. A kísérletet kellően sokszor ismételve az ingadozás egyre kisebb, és közelít egy konstans értékhez. (Ezt nevezzük a nagy számok (tapasztalati) törvényének.)
Tapasztalati valószínűség: az a szám, ami körül a relatív gyakoriság ingadozik. Jele: P(A)
A valószínűségszámítás klasszikus modellje:

· Akkor használható, ha véges sok kimenetel van és ezek valószínűsége egyenlő
· [image: image10.png]



Kombinatorika: a matematika azon ága, mely véges számú elem rendezésével, csoportosításával foglalkozik.
A kombinatorika segítségével a fent említett modell számlálója és nevezője is kiszámolható.
Nevezetes diszkrét eloszlások
· Binomiális eloszlás: az A esemény p valószínűséggel bekövetkezik, vagy 1 – p valószínűséggel nem következik be.
Tétel: Binomiális eloszlásnál a kísérletet n-szer ismételve, annak valószínűsége, hogy A esemény k-szor következik be: [image: image12.png]=) P
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, ahol k ≤ n.

Bizonyítás: Vegyünk egy olyan visszatevéses mintavételt, ahol N elem közül választunk ki n db-t, és M elem A tulajdonságú, a maradék N–M elem pedig nem A tulajdonságú. A visszatevéses mintavételben a húzások egymástól függetlenek. Mennyi annak a valószínűsége, hogy a kihúzott n elem közül k db A tulajdonságú van?

A kombinatorika szerint k–szor kell M elemből választanunk és (n–k)-szor kell N–M elemből választanunk, és mindez [image: image14.png]


-féleképpen fordulhat elő aszerint, hogy hányadik húzás A tulajdonságú. Így a kedvező esetek száma: [image: image16.png](z)-m*
(N—-M
¥




Az összes eset száma Nn, hiszen n-szer húztunk N elemből.

Tehát [image: image18.png]


.
Annak a valószínűsége, hogy A tulajdonságú elemet húzunk: [image: image20.png]P(A)=p




, annak, hogy nem A tulajdonságút húzunk: [image: image22.png]


.

Ezeket felhasználva:[image: image24.png]P=()p*-(1-p)"F




· Hipergeometrikus eloszlás: A visszatevés nélküli mintavétel eloszlása.
Tétel: N elem közül M rendelkezik egy adott A tulajdonsággal. Kiválasztunk véletlenszerűen visszatevés nélkül n darabot. Annak a valószínűsége, hogy a kiválasztott n elem közül k db rendelkezik A tulajdonsággal: [image: image26.png]


, ahol k ≤ n és M ≤ N.
Alkalmazások
· Szerencsejátékok (Pl.: kocka, kártya, rulett)

· Biztosítások, életjáradékok

· Élővilágban lezajló folyamatok leírása

· Fizikai folyamatok leírása (Pl.: radioaktív bomlás)
· Meteorológiai előrejelzés
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