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I. Sorozatok fogalma és megadasa

Logikai feladvanyokban gyakran szerepelnek olyan kérdések, mi lenne egy megkezdett
szamsor vagy abrasor 100. tagja. Ilyenkor bizonyos torvényszeriiséget kell felfedezni az elsd
néhany tag alapjan. Hasonlo téméval mar az altalanos iskoldban is foglalkoztatok, sot mar
tanultatok sorozatokrol. Idézziik fel ezt!

Keressiink a felsorolt elemek tulajdonsagai kozott szabalyszerliséget, és annak megfeleléen

folytassuk még 5 taggal!

I. -2 1 4 7 10
m. & v L3 ¢ »
I11.

[

Bizonyara mindenkinek tdmadt otlete, hogyan lehetne ezeket az elemeket folytatni.

Matematikailag ezek egyikét sem lehet sorozatnak nevezni, ugyanis ha ezek jol megadott
valodi sorozatok lennének, csak egyféleképpen lehetne folytatni Oket. Ezeket viszont
tobbféleképpen is lehet:

-2 1 4 7 10 13 16 19 22 25 ... ¢settdl kezdve
minden tag 3-mal nagyobb az el6z6nél, vagy

-2 1 4 7 10 10 10 10 10 10 ... ésettdl kezdve
minden tag 10.

& v @ ¢ L) v @ ¢ & v ... ¢€settdl kezdve
mindig az elsé négy tag ismétlddne, vagy

L) v & ¢ L) ° ° ° ° ... eésettdl kezdve

minden tag zdld kor.
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és ett6l kezdve mindig ebben az

aranyban nonének a babak.

Vagy akar folytatodhatna igy is:

majd ismét novekednek, és Gjabb 5 baba
utan megint csokken a méretiik.

A kovetkez0 5 betliben felfedezhetjiik a zenei hangok sorat, amit akar folytathatunk igy is:

C D E F G A H C D E ¢és igy folytatva ez a hét
betli ismétlddik a végtelenségig, vagy felfoghatjuk az Gt leirt nagybetli egy lehetséges
C D E F G C D E G F

A négyzeteket is folytathatnank tobb moddon, a legkézenfekvObb, hogy a négyzet oldalai
mindig egy egységgel ndének:

[

de az is elképzelhetd, hogy ettdl kezdve csupa egységnégyzettel folytatddnak:

[ O Oogd 4

Az I-V. feladatoknal tobbféleképpen is folytathattuk a hidnyzo elemek keresését, ezért kell

pontositanunk a sorozat fogalmat:
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egy sorozatot csak akkor tekintiink megadottnak, ha elemei egyértelmiien meghatarozottak.
Ilyen esetekben meg tudjuk azt is mondani, hogy mi lesz a sorozat 15., 100., 1000., ... n-edik
tagja.
Azt is mondhatjuk, hogy minden pozitiv egész szamhoz egyértelmiien hozzarendeliink
valamit. Val6jaban tehat fiiggvényrdl van szo6, ami két halmaz kozti egyértelmii
hozzarendelés. Sorozat esetén a fliggvény €rtelmezesi tartomanya: a pozitiv egész szamok
halmaza, értékkészlete pedig: a sorozat tagjai. Amit ugy irunk a fiiggvényeknél,
hogy X — f (X) , azt most pl. a II. sorozatnal gy tekintjiik, hogy

] > &

2—>9

3> e

4— ¢

S—o% ...
P¢ldaul a II. sorozat esetében ezt igy irjuk: a1 =&, A=Y, a3 =&, Qu=¢,as=*,... .

Osszefoglalva tehat:

Sorozatnak nevezink egy olyan fuggvényt, melynek értelmezési
tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, értékkészletének elemei

pedig a sorozat tagjai. A sorozat n-edik tagjat altalaban a, jeldli.

Mintapélda,

Adjuk meg a kovetkezé sorozatok elsé ot, illetve 100. tagjat, és vizsgaljuk meg, hogy a
megadott szam beletartozik-e a sorozatba!

I. a, =n+>3, a=2007,

II. b =-6n, b=-770,

n

M. ¢ =—"  ¢=20,
n+3
IV. dy=a % tort tizedestort alakjanak tizedesvesszé utani n-edik szamjegye, d=e.
Megoldas:
L. han=1, a=1+5=6; ha n=4, a,=4+5=9;
ha n=2, a,=2+5=7; ha n=35, a, =5+5=10;

ha n=3, a,=3+5=§; ha n=100, a,, =100+5=105.
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Nézziik meg, van-e olyan n pozitiv egész szam, amelyre a, =n+5=2007?

n=2002 esetén a,,, = 2007, azaz 2007 ennek a sorozatnak a 2002. tagja.

I1. ha n=1, b, =—6-1=-6; ha n=4, b, =—6-4=-24;
ha n=2, b,=-6-2=-12; ha n=35, b, =—6-5=-30;
ha n=3, b, =-6-3=-18; ha n=100, b, =-6-100=-600.

Oldjuk meg a —6n =—-770 egyenletet! n = % , ami nem pozitiv egész szam, tehat

nincs olyan n, hogy b, =-770 legyen, a —770 nem tagja a sorozatnak.

M. han=1, ¢ =L 3. ha n =4, ¢, =4 _20.
1+3 4 4+3 7
ha n=2, CZ:E:&:Z; ha n=5, cS:—S'5 :2;
2+3 5 543 8
han:3, C3:£:E:§; han:loo) Cloozw:ﬂ~
343 6 2 100+3 103
Az =20 egyenlet megoldasa n = —4, ami egész ugyan, de nem pozitiv, igy a 20

n+3

sem tagja a sorozatnak.

. 2 :
IV.  Irjuk fel a 2 tortet tizedestort alakban, azaz végezziik el a 2 :7 osztast!

2:7=0,28571 4 Lathato, hogy amint ujra megjelenik a 2 mint
20 maradék, a héanyadosban szerepld szamjegyek
6 0 ismétlédni fognak, ismét 2, 8, 5, 7, 1, 4, majd ismét ez
40 a 6 hosszisagu szakasz kovetkezik.
50 fgyd, =2,d,=8,d,=5d,=7,d, =1.
1o A szazadik tag kiszdmitasdhoz nem kell az eldtte levd
30

99 tagot felirni, elég, ha észrevessziik, hogy minden 6.
tag azonos, ¢s a 100. tag ezek szerint ugyanannyi lesz,

mint a 4. tag, mivel 100=16-6+4,1igy d,,, =7.

Mivel az osztas eredményében csak az 1, 2, 4, 5, 7, 8 szamjegyek ismétlddnek, igy a 6

nem tagja a sorozatnak.
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Mintapélda,

Adjuk meg a kovetkez6 sorozatok elsé ot, illetve 100. elemét (n > 2)!

V.

VL

e, =-2,¢e,=¢,,-2

f,=1, f,=1, f =f  +f Fibonacci-sorozat

Megoldas:

VL

Ennél a két sorozatndl az egyes elemeket az 6t megel6zd elemek segitségével kell
meghatarozni.

A sorozat minden eleme 2-vel kevesebb az 6t megel6z6 elemnél.

g, =-2 e,=¢-2=-2-2=-4 e,=¢,-2=-4-2=-6

e, =€, -2=-6-2=-8 e, =e,-2=-8-2=-10.

A 100. tag kiszamitasahoz a képlet utasitasa szerint ismerniink kellene az elétte levod

tagot, az a,,-et. Ha nem tligyeskediink, ez hosszll szdmolast igényel.

Ha egy sorozat tagjait ugy adjuk meg, hogy az n-edik tag meghatarozésadhoz sziikség
van a sorozat el6z6 tagjaira is, akkor a sorozatot rekurziv definicioval adtuk meg.
Példankban észrevehetjlik, hogy a negativ paros szamok csokkend sorozatdhoz jutunk, a

sorozat n-edik tagja e, = (— 2)- n. Tehat e, =-200.

Ez a sorozat a leghiresebb rekurziv sorozat, melyet Leonardo Pisano ,,fedezett fel”.

Leonardo Pisano (1170-1250?), azaz FIBONACCI

Italiai matematikus; a kozépkor legnagyobb eurdpai
matematikusa. BONACCIO pisai kereskedd fia, innen a
Fibonacci (Bonaccio fia) név. Egy észak-afrikai varosban nétt
fel, majd kereskedelmi wutazasokat tett Egyiptomban,
Sziridban, Gorogorszagban és Szicilidban. Roviddel hazatérte
utan publikalta hires Liber Abaci cimii miivét. A konyv
nagymértékben eldsegitette az arab algebra és a hindu-arab
szamiras elterjedését Eurdpaban. Nevét Orzi a Fibonacci-
sorozat.
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A sorozat tagjai koziil megadtuk az elsé két tag értékét, és minden tovabbi tagot az 6t
megeldzd két tag 6sszegeként szamolhatunk ki.

f,=1 f,=01L f,="Ff+f,=1+1=2, f,=f,+f, =1+2=3,

fo="f+f,=2+3=5.

A sorozat 100. tagjat most — hidba toprengiink — csak az el6z6 99 tag ismeretében tudjuk

meghatdrozni. Ennek a tagnak kozelito értéke: f,,, ~3,54-10%.

Mintapélda;

Megadtuk a kévetkezd sorozatokat:

a) 11;102;1003; 10 004; 100 005;...
b) 3;6;11;18;27;...

Keress képletet vagy rekurziv definiciot, amellyel meghatarozhat6 a sorozat n-edik tagja!

Add meg a sorozat 30. tagjat is!

Megoldas:

a)a,=10"+n a,, =10 +30=1000 ... 000 030, ahol az 1-es és a 3-as kdzdtt

28 darab 0 van.

b) Az egymast kovetd szamok kiilonbsége a paratlan szamok részsorozata, tehat

b,=b +3, by=b,+5 b,=b,+7, b,=b,+9, dltalanosan:

b, =3, b, =b,, +(2n-1). Ha valaki ezt a rekurziv definiciét kvetve akarja
megadni a 30. tagot, annak ki kell szdmolnia a sorozat dsszes el6bbi tagjat is.
Eszrevehetjiik azonban, hogy

b =1"+2, b,=2+2, b, =3%+2,..,azaz4ltalanosan: b, =n* +2. Ezzel az
Osszefiiggéssel kdnnyedén kiszamithaté a sorozat 30. tagja is: by, =30 +2=902.

Az utébbi megadassal azt kapjuk, hogy a két egymast koveto tag kiilonbsége mindig

a paratlan szamok novekvo sorozata:

b, +(2n=1)=(n—-17 +2+(2n-1)= (> —2n+1)+2+(2n-1)=n>+2=b,.

Lattuk, hogy sorozatokat tdbbféle médon is megadhatunk: képlettel,

utasitassal vagy rekurziv definicioval (azaz ,visszavezet§” Iépésekkel).
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Feladatok

— 1. Add meg az alabbi sorozatok elsd 10 elemét:
a) a, =5n—4, (neN";
b) a 7-re végzddo pozitiv egész szamok novekvd sorozata;
c)C, = P(n ;— 1) ahol P a der¢kszogli koordinata-rendszer egy pontja;
d)d, =n*-2n, (n=1,2,3,..,10);
e) a primszdmok novekvo sorozata;
f) origd kdzéppontu n egység sugara kor, (neN");
2 9,=(-1)"-n,  (neN;
h) h, =7, h, =8, h,=h_,—h,_,, (n=3egészszam).

— 2. Valaszd ki azokat a sorozatokat, amelyeknek tagjai kozott a kovetkezd szamok

valamelyike megtalalhato:

QDOOOOO

2n—-1; b =n*+2; c, = n+5,
n

f,=1, f =f_ +3.

n n ’

— 3. Adj meg egy képletet vagy rekurziv definiciot, amellyel ki lehet szamitani a sorozat n-
edik tagjat! Add meg a sorozat 20. tagjat is!
a)3;6;9;12;15; ...
b)1;,-1;-3;-5,-7; ...
c)6;3;1,5;0,75; ...
d) 1; 4; 9; 16; 25; ...
e) 100; 121; 144; 169; 225; ...

1 2 3 4
f)55§523§3"'
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=7 4. Jeloljiik a sorozat els6 n elemének dsszegét S, -nel.
Példaul S, =a,, S,=a,+a,, S;=a,+a,+a,, ..

Mitad meg S, —S;, S, —S;, illetve altaldban az S — S, kiilonbség?

n

Add meg a sorozat els6 5 elemét, ha

a) S, =5n; b) S, =n?; c) S, =3.
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Il. Sorozatok grafikonja, tulajdonsagai

Tudjuk, hogy a sorozatok olyan specidlis fliggvények, melyek értelmezési tartoméanya a
pozitiv egész szamok halmaza. A fiiggvények tulajdonsagaival sokat foglalkoztunk. Ezen

tulajdonsagok koziil néhany a sorozatoknal is érdekes lehet.
Mintapélda,
Tekintsiik a kdvetkezd sorozatokat, és irjuk fel néhany elemiiket!

an:(_l)n' a =1; a, =-1; a, =1; a, =-1; ...

b, =sin27 =0 b, =sin—=sin—=Db, =

170 . . , . o . y o
C, =a i tort tizedestort-alakjanak n-edik szdmjegye a tizedesvesszo utan.

170 _ 0,510 = 0,510510510..., tehat
333
c,=35; c,=1; c,=5=¢; c,=1=c,; ¢, =0=c;.

vih = a v(2;3) helyvektor elforgatottja az origd koriil n-90° -kal.
vi(=32);  va(=2:-3); vi(3;-2);
v4 (2;3), és innen Ujra ismétlédnek a

vektorok.

A targyalt sorozatok kozos tulajdonsaga, hogy tagjaik periodikusan ismétlédnek.

Az a, sorozat periddusa p=2,azaz a,,, =4a,.

A b, sorozat periddusa p=6,azaz b, =b,.
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A c, sorozat periodusa p=3,azaz C,,, =C,.

A vy sorozat periodusa p =4, azaz Vpia=Vy .

Periodikusnak nevezzuk azt a sorozatot, amelyhez van olyan p pozitiv
egesz szam, hogy a sorozat barmely n-edik elemére a . =a,.

Mintapélda;
Allapitsuk meg a kovetkezé sorozatok periodusat:
a) a, = hurtrapéz +90°-os elforgatasai az atlok metszéspontja koriil.
b) b, =az n pozitiv egész szam 5-tel valo osztasi maradékai.
¢) ¢, =az N’ szam utols6 szamjegye.
d) d, =2-sin(n-30°)- cos(n-30°).
Megoldés:
a) 4 kiilonbozo helyzet lehetséges, igy a, ., = a, .
b) Irjuk fel a sorozat elsé néhany elemét: b, =1 b, =2 b, =3 b, =4 b, =0 b, =1 ...
A sorozat elemei ettdl kezdve ismétlddnek, tehat a periodus 5, azaz b, =b, . Azt kell
belatnunk, hogy n + 5 ugyanannyi maradékot ad 5-tel osztva, mint az n. Ez akkor
kovetkezik be, ha a két szam kiilsnbsége oszthato 5-tel. Es valoban: (n+5)—n=5.
¢) Irjuk fel a sorozat elsé néhany elemét:
¢, =1 c¢,=8¢c,=7c¢c,=4¢c,=5¢c,=6¢C,=3¢=2¢6=9c¢,=0c¢c,=1..
Sejtésiink szerint az ismétlddés most mar bekovetkezik. Sejtésiinket igazoljuk is, azaz
megmutatjuk, hogy a sorozat periddusa 10, azaz minden n esetén C,,, =C,.

Két szam utols6 szdmjegye akkor és csak akkor egyenld, ha a két szam kiilonbsége 0-
ra végzodik, azaz a két szam kiilonbsége oszthatd 10-zel. Vizsgaljuk meg azt a két
szamot, melyeknek utols6 szamjegye adja a sorozat megfeleld tagjait:

(n+10)’ = n* +30n7 +300n +1000 valamint n’.

A két szam kiilonbsége: (n+10)’ —n?® =n’ +30n? +300n+1000-n° =
=30n* +300n+1000=10- (3n2 +30n+ 100) oszthaté 10-zel, tehat a két szam utolso

szamjegye megegyezik, a periddus 10.
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d) Abban biztosak lehetlink, hogy a p =12 jo periddus lenne, hiszen a sorozat minden
12. tagjaban olyan szdgek szerepelnek, melyeknek mindkét szogfiiggvénye azonos,
hiszen a szogek eltérése 360°. De van-e vajon ennél kisebb lehetséges periodus?
frjuk fel a sorozat elsé néhany elemét:

d, =2-sin30"-cos30° =0,8660, d,=2-sin60"-cos60’ =0,8660 .
Itt juthatnank arra az elhamarkodott kdvetkeztetésre, hogy a sorozat periddusa 1, azaz

d

. =4d,, atrendezve d,,, —d, =0, de ez csak bizonyos n-ekre lenne igaz.

Ha a sorozat néhany tovabbi tagjat felirjuk:

d, =2-sin90" - c0s 90" =0 d, =2-sin120" - cos120" = -0,8660

d, =2-sin150° - cos150° = -0,8660 d, =2-sin180° - cos180° =0

d, =2-sin210" - cos210° =0,8660 ..., tehat d_,, =d .
A tovéabbiakban csak szdmsorozatokat (roviden: sorozatokat) tekintiink, azaz olyan fiigg-
vényeket, melyeknek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szdmok halmaza, értékkészletiik
pedig a valds szamok egy részhalmaza. E fliggvények grafikonjai tehat mindig pontsorozatok.

A most kdvetkezd sorozat-tulajdonsadgokat csak szamsorozatokra értelmezziik.

Az alabbi R" — R fiiggvényekrél tudjuk, hogy szigorian monoton ndvekeddk:

f(x):%x g(x)=x-3
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Ha lesziikitjiik az értelmezési tartomanyukat a pozitiv egész szamokra, akkor a Z'—R

fliggvények altal megadott sorozat tagjai is novekednek (piros pontok):

fnzén, g, =n-3, h, =+/n.

Egy sorozat monoton nd, ha minden tagja legalabb
akkora, mint az el6z6 tag: a, > a, ;.

Hasonloképp definialhatjuk a monoton csokkend sorozatokat is:

Egy sorozat monoton csokken, ha minden tagja
legfeljebb akkora, mint az el6z6 tag: a, <a, .

Mintapélda,
Valaszd ki az alabbi sorozatokbol a monoton csOkkendket és a monoton ndvekedoket
(n eN")! Sejtésedet bizonyitsd!

1

a)a, =—; b) b, =20, b,=b, ,+3;
n
¢) ¢, =-120, c,=c,, -4; d) d, =10, d,=d,,-(-2).
Megoldas:
Eldszor szamitsuk ki a sorozat néhany tagjat, hogy megsejtsiik, monoton sorozatok-e.
n—
1 2 3 4 5 6
melyik sorozat|
A T R I R
2 3 4 5 6
20 23 26 29 32 35

—-120| —480 —-1920 | —-7680 | —30720 |— 122880

10 -20 40 —-80 160 —-320

Az a, sorozat tagjai egyre kozelebb keriilnek a 0-hoz, sejtésiink szerint csokkend

sorozat.

Es valoban: ha n>2, an—an_lzl— L _n-t=n__ 1 <0,azaz a,<a,,.
n n-1 n(n-1) n(n-1)

A b, sorozat tagjai névekednek, mivel b, —b, , =b, , +3-b,, =+3>0, azaz

b, >b, ;.
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A ¢, sorozat csokkend, mivel ¢, -C,, =¢C,,-4—-cC,, =3-C,,. Ennek elgjele attol

n-1" n-1

fiigg, hogy c, , pozitiv, vagy negativ. Lathato, hogy a sorozat minden eleme (koztiik a
C,, 1s) negativ, mivel a masodik elemtél kezdve mindig egy negativ szam

haromszorosat szamitjuk ki.

A d, sorozat se nem csokkend, se nem ndvekvd sorozat. Ha valaki mégis megprobalna
bebizonyitani, hogy csokkend, vagy novekvd, a d, —d, , killonbséget kellene
vizsgalnia. Most probaként tegyiik ezt meg! d, —d, , =d , -(-2)-d,, =-3-d .

Ennek el6jele d , eljelétdl fiigg, az viszont valtakozo.

A sorozatok monotonitasanak vizsgalatdit megkOnnyiti, ha ismerjiik annak a fliggvénynek a

grafikonjat, amelybdl a sorozat elemeit képezziik.

1
— X-1
X > — X > 3X+17 X > —120-4*" X 10-(-2)
X
a(n)=1/n b(n) sorozat c(n) sorozat d(n) sorozat
12 50 o ##66' Z: 'y
e . ”0 oo 2 4 ” s 0 -
: K - . .
o « Y TO00ee
. MR 24 a . el T e
wl @ -l o® 00 200
02 ¢ :: b -
‘a ””” . e A 4 a: S

Feladat

— 5. ird fel a sorozatok elsé 10 elemét! Valaszd ki az alabbi sorozatok koziil a periodikus

sorozatokat. Add meg a periddusukat! Hatdrozd meg a monoton novoket €s a monoton

csokkendket (n e N")!

a, =7-3-n; e, =sin(n-10°);
bn = (_ 2)” ;
2.z o 2n
C, =az N”szam utolsd szamjegye; f=—;
n+1
—— . n. .
d, _( 5) 2 g, =az N szdm osztéinak szama.
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IHl. A szamtani sorozat

Vizsgaljuk meg, mi a kdzos az alabbi sorozatokban:

2 [ Jm el

e

c, =az n-edik olyan pozitiv egész, melynek utolso szamjegye 2.

(2 Jom) (1)) [z o o o

Valamennyi sorozat kozds tulajdonsaga, hogy az egymas utani tagokat megkaphatjuk gy is,
ha az el6z6 taghoz mindig ugyanazt a szamot adjuk, tehat az egymast kovetd tagok

kiilonbsége (differencidja) allando. Az ilyen sorozatokat szdmtani sorozatnak nevezziik.

Szamtani sorozatnak nevezzlk az olyan sorozatot,
amelyben az egymast kdvet6 tagok kulonbsége allando.

Ezt az allandot differencianak (latin: kilonbség) nevezzuk, jele: d.

A szédmtani sorozatban a masodik tagt6l kezdve minden tagot tigy kapunk meg, hogy a sorozat
el6z6 tagjahoz hozzaadjuk a differenciat. A szdmtani sorozatot altalaban ugy adjuk meg, hogy
megadjuk az elsé tagjat és a differenciat. Nézziik meg, ennek segitségével hogyan lehet
meghatarozni a sorozat tobbi tagjat!

a,=a+d; a,=a,+d=a,+2d; a,=a,+d=a,+3d ...

A sorozat n-edik tagjahoz ugy jutunk el, hogy a sorozat elsé tagjahoz n —1-szer hozzaadjuk a d-t.
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A szamtani sorozat n-edik tagjat igy szamoljuk ki: a,=a;+(n-1)-

Mintapélda,
Ismerjiik egy szamtani sorozat elsé tagjat és differencidjat:
a)a, =-17,d =3; b) b, =15, d = 0,64; c)c, =124,d=-2.
Szamitsuk ki a szdmtani sorozatok tizedik, huszadik, szdzadik tagjat!
Megoldas:
a)a,=a +(10-1)-d=-17+9-3=10;
a, =a, +(20-1)-d=-17+19-3=40;
a,, =a, +(100—1)-d =—17+99-3 =280
b) b, =b, +9d =15+ 90,64 = 20,76;
b, =b, +(20-1)-d =15+19-0,64 = 27,16;
b =b, +(100-1)-d =15+99-0,64 = 7836.
€)Cp,=C+9d=124+9-(-2)=-56;
Cp =C, +(20-1)-d =124 +19-(-2)=-256;
Cioo =€, +(100-1)-d =12,4+99-(-2)=-1856.
Eszrevehetjiik, hogy a szamtani sorozat monoton csdkken, ha d <0,

monoton nd, ha d > 0.
Ha a differencia nulla, a sorozat minden tagja azonos.

Az ilyen sorozatot konstans sorozatnak nevezziik.

Mintapéldag
Szamitsd ki a sorozat tizedik elemét, ha tudjuk, hogya, =14 és a,, =29.
Megoldas:

1. modszer: Alkalmazzuk a szdmtani sorozat mindkét tagjara az ismert képletet, majd

megoldjuk a kapott egyenletrendszert:

14=a, +8&d
=a, +(n-1)-d, tehat :

an
29 =a, +10d

} . Innen (kivonassal): d =75.

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe:
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l4=a,+8-75
a, =14-8-75=-46.
Alkalmazva képletiinket a 10. elemre a,, = —46+9-75=215.
2. modszer: Tudjuk, hogy a, =a,+d, atrendezve a, =a,,—d, valamint a,, =a,,+d,
tehat a, +a,, =a,,—d +a,, +d =2a,,.

a, +a
a,, -et megkaphatjuk tehat a — 5 u_ 14 ; 2 _ 21,5 szamitas eredményeként.

Az els6 mddszer mindig alkalmazhat6, ha adott a szdmtani sorozat két tagja, és meg akarjuk
hatarozni az els6 tagot és a differenciat.

A masodik médszerbdl az deriilt ki szdmunkra, hogy a szamtani sorozat tizedik eleme a
kilencedik ¢és tizenegyedik elem szamtani kozepe. (Innen szarmazik az ilyen tulajdonsagu
sorozatok ,,szamtani” jelzdje.)

Ez altalaban is érvényes:

(Az elsé tag kivételével a szamtani sorozat barmely tagja a hozza képest

szimmetrikusan elhelyezked6 tagok szamtani kdzepe. Képlettel:

a,, +a .
a, = % ha n >k >0 egészek.

Feladat

— 6. Mutasd meg az alabbi sorozatokrol, hogy szdmtani sorozatot alkotnak, és add meg a

differencidjukat!

a) &, =5n-2; b) b, =10-n; ¢)c,=n>—(n-1).

— 7. Néhany szamtani sorozat elsé tagjat és differencidjat adtuk meg. Szamitsd ki a keresett

tagokat!

a) a, =-37, d=3, a,="? a, =?
2

b) b, =5, dzg, b, =7 b, =?

)¢ =1039, d=-04,  c,=? C, =2
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— 8. Egy nagyon er6s dohanyos szilveszterkor megfogadja, hogy leszokik a dohanyzasrol.
Januar elsején még elszivja az addig szokasos két doboz (40 szal) cigarettajat, majd
ettdl kezdve minden nap 3 szallal csokkenti az adagjat.

Ha tartja magat elhatarozdséhoz, sikeriil-e a sziiletésnapjaig (januar 20-ig) leszoknia a

dohanyzasrol?

= 9. Add meg a szdmtani sorozat jellemzdit (@, -et és d-t), ha elemei kozott fennall a

.. " . a;; —a, =36
kovetkezd algebrai kapcsolat:
a,-a =16

T7 10. Egy haromszog szogei egy szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai. Leghosszabb és
legrovidebb oldala 4, illetve 2 cm.
a) Szamitsd ki a haromszog tertiletét!

b) Szamitsd ki a haromszdg harmadik oldalat!
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IV. A szamtani sorozat els6 n tagjanak osszege

Egy trapéz alakt néz6téren 20 sor van. Minden sorban -

” .. 14 . ” ” r SZINPAD
kettével tobb szék van, mint az eldtte levoben. Hany
nézo fér el a szinhazban, ha az els6 sorba tizen iilhetnek
le?
A sorokban levo székek szama szamtani sorozatot alkot,
melynek elso tagja 10, differencidja pedig 2. Ha arra
vagyunk kivancsiak, hanyan férnek el a néz6téren, az
S,,=a, +a, +..+a,, 0sszeget kell kiszdmitanunk, és

N\ N NN/

ehhez a szamtani sorozat mind a 20 tagjat meg kell

allapitanunk, és azokat dsszegezni kell. Vajon nincs ennél egyszerlibb modszer?

Egy sorozat tagjainak Osszegére gyakran van sziikséglink. Egy sorozat elsd n elemének

Osszegén kovetkezot értjiik:

S,=4a,+a,+..+a,.(Az S, kifejezés S betlije a summa=0sszeg latin sz6bdl ered.)
n

Az ilyen tipustu Osszegeket szokds roviden igy is irni: @, +a, +...+a, = Zai . (£ a goOrog
i=l

,»hagy szigma” betll.)

A szamtani sorozat elsé n elemének dsszegének meghatarozasahoz Gauss otletét alkalmazzuk.

Gauss, Karl Friedrich (1777-1855) német matematikus, fizikus és csillagész.

A matematikusok ,.fejedelme”. Kordnak legnagyobb matematikusa volt, aki
megujitotta szinte az egész matematikat. A szaszorszagi Braunschweigben sziiletett
szegény csaladbol. Tehetségét tanitdja fedezte fel. A tobb osztallyal foglalkozo tanitd
a tizenéveseknek gyakorlasul feladta a szamok Gsszeadasat 1-t61 100-ig. Palatabldjan
Gauss rogton megmutatta az eredményt: 5050. A csodalkozé taniténak elmagyarazta,
hogy nem a szokasos médon szamolt, hanem az 1+100 = 101 dsszeget vette 50-szer.

Két kiilonbozd sorrendben adjuk Ossze a tagokat, eldszor az elsd, majd az utolsod (n-edik)
tagtol kezdve:
S,=a,+a,+..+a,,+4a,
S,=a,+a,,+..+a, +4,
Adjuk 6ssze a két sort ugy, hogy az egymas alatt all6 tagokat dsszeparositjuk:
2-S,=(a,+a,)+(a,+a,)+..+(a, +a,,)+..+(a,_ +a,)+(a, +a)

Vizsgaljuk meg, hogy milyen 0sszefliggés van az egy zardjelben szerepld tagok kozott!
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a,+a,, felirhato a, +d+a,—-d=a, +a, alakban, de ez igaz lesz minden zardjelben

szereplo kifejezésre, hiszen
a =a, +(k-1)-d

=>a +a,,=a +k-1)-d+a,-(k-1)-d=a +a,.
A ST P R R
fgy egyenletiink jobb oldaldn minden zardjelben levd kifejezés helyettesitheté a, +a, -nel,

a, +a

n .

tehat 2S, =n-(a, +a,), tehat S, =

Gyakran el6éfordul, hogy a szdmtani sorozatot elsé elemével és a differenciaval adjak meg, igy
célszerli az a, = a, +(n—1)-d kifejezés behelyettesitése utin kapott kovetkezé képlettel is

2a1+(n—1)-d.n
2

megbaratkozni: S, =

Ha egy szamtani sorozat elsé tagja a4, N-edik tagja a, és differenciaja d,

akkor a sorozat els6 N elemének o0sszegét a kdvetkez6 képlettel tudjuk
kiszamitani:

n _a+a, ‘n:2a1+(n—1)-d .
2 2

S

Oldjuk most meg a fejezet elején felvetett problémat!

Mintapélda,

Egy trapéz alaka néz6téren 20 sor van. Minden sorban kettdvel tobb szék van, mint az eldtte
levében. Hany nézd fér el a szinhazban, ha az elsd sorba tizen iilhetnek le?

Megoldas:

a, =10, d = 2. Képletiinket alkalmazva S,, = 2'10+(§0_1)'2 -20=580.

Mintapélda;,

Hany sor van abban a kor alak( aréndban, amelyrdl
tudjuk, hogy az els6 sorban 100 iiléhely van, majd
minden sorban 4-gyel tobb a helyek szama, mint az
eggyel alacsonyabban levd sorban? Az egész

arénaban 3700 néz0 fér el.
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Megoldas:
Jeloljik a sorok szamat n-nel! Az egyes sorokban levd iil6helyek szdma szadmtani
sorozatot alkot, melynek differenciéja 4.

Ismerjiik még a szdmtani sorozat elsé tagjat: a, =100, valamint az els6 n elem dsszegét:
S, =3700. Ha az ismert adatokat beirjuk képletiinkbe, egyetlen ismeretlentink marad,

azn.

3700:2-100+2(n—1)-4_n /s

7400 =[200+(n—1)-4]-n
Rendezés utin a 0 =n?+49n—1850 masodfoku egyenlethez jutunk.

A megoldoképletet alkalmazva:

— 49+ 2_4.(- —_ 49+
. 49+/49* —4-(-1850) _ V9 40 =25,
: 2 2

A negativ eredmény nem johet szoba, igy n = 25, tehat az aréndban 25 sor van.

Ellendrzés: S,, = % 125=3700.

Mintapélda,,
Egy szamtani sorozat 113. tagja 23. Mennyi az els6 225 tag 6sszege?
Megoldas:
a,; =23=a, +112d . Lathatd, hogy kevés az adatunk ahhoz, hogy megallapitsuk a

szamtani sorozat elsd elemét és differenciajat, ugyanis végtelen sok ilyen szamtani
sorozat van. Szerencsére az 0sszeg megallapitasahoz nincs sziikségiink a fenti adatokra,
ugyanis az olyan sorozatokban, melyeknek 113. tagja 23, mind azonos az els¢ 225 tag
O0sszege.

a, +4a,

Hasznaljuk mostaz S, = -n képletet az 6sszeg kiszamitasara:

a +a
5225:%.225.

Mivel a 113. taghoz képest az elsd és a 225. tag szimmetrikusan helyezkedik el,

al + a225

o= A fgy S, =a,,-225=23-225=5175.
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Ha egy szamtani sorozatnak paratlan sok tagjat adjuk 6ssze, mindig megtehetjiik, hogy

a kozépso tagot szorozzuk meg a tagok szamaval.

Feladatok

— 11. Szamitsd ki a hidnyz6 adatokat!

a) a, =12; d=25. S,="?

b) b =12 d=-15  S,=?

c) c, =-4,3; S;s=9. d="?

d) d=-21; S,,=1661. a =?

e) d=0,2 Sy =57. e ="?

fy S,=13; S, =-34.  f=? f, =2

77 12. Valaki 6sszeadta az sszes olyan — legfeljebb 4 jegyli — pozitiv egész szamot, amelyre

igaz, hogy a szamjegyek Osszege oszthatd 9-cel. Mennyi lett ez az 6sszeg?

T 13. Egyforintosokbdl az abran lathato alakzatokat raktuk ki. Hany forint sziikséges a 100.

ilyen alakzat megformalasdhoz?

T 14. Egy sorozatot az a, = (n+5)° —n* képlettel adtak meg.

a) Szamitsd ki a sorozat elsé 10 elemének Osszegét!

b) Milyen képlet adja meg a sorozat els6 n elemének Osszegét?

15. Nagymama vastag fonalb6l babakocsiba vald ldbzsakot kot a kisunokdjanak.
A szabdsminta szerint a zsak hatso része trapéz alakl. Ezt a format ugy alakitotta ki,
hogy az els6 sorban 40 szemet kotott, majd minden 6tddik sorban 2 szemet szaporitott.
Az utolsé 5 sorban 80 szemet kotott. Milyen hosszu lesz a 1abzsak, ha minden kotéssor

0,5 cm-nek felel meg? Osszesen hany szemet kotott, mig elkésziilt a munkaval?
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V. A mértani sorozat

Vizsgaljuk meg, mi a kdzos az alabbi sorozatokban:

a) a, =—§, a,=a, 3
_l ‘3 '3 .3
9 3
b) b, =2"
.2: ’2:.2
C 1
c) c, =32; Cn”_l :5.
A1 1 1
32 5 || 16 5 /| 8 5 /| 4

Az a kozos a sorozatokban, hogy mind a haromnal tigy kapjuk meg a sorozat tagjait az

el6zébdl, hogy ugyanazzal a szammal megszorozzuk.

Mértani sorozatnak nevezzuk az olyan sorozatot, amelyben a
szomszédos tagok hanyadosa — a sorozatra jellemz6 — nullatol kilonb6zé

allandé. Ezt az allandoét hanyadosnak (kvociensnek) nevezzik, jele g.

A kvéciens elneveze€s a latin quotiens = hdnyados szobol szarmazik, ezért szoktuk g-val
jeldlni. A mértani sorozatokban a masodik tagt6l kezdve minden tagot Gigy kapunk meg,

hogy a sorozat el6z6 tagjat g-val (a kvocienssel) megszorozzuk.

Az (a,), (b,), (c,) sorozatok tehat mértani sorozatok.
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Mintapélda,,

Mutassuk meg, hogy az el6z6 harom sorozat mindkét definicionak megfelel!

Megoldas:
Az (an) sorozat tagjai ugy keletkeznek, hogy minden tag az 6t megel6zd 3-szorosa,
tehat az egy 3 kvdciensli sorozat.

Ha a (bn) sorozat barmely tagjat 2-vel szorozzuk, a kovetkezd tagot kapjuk:

b,-2=2"-2=2"=b

+1°

A (Cn) sorozat képletét atrendezve ¢, =—-C__,, tehat ez egy (= 5 kvociensli mértani

1
2

sorozat.

Lathato, hogy az (an) és (bn) sorozatoknal allandé az egymast kdvetd tagok hanyadosa:

a-—1 a-a 3 Ho_3
9 a,
b, =2" b =2, Ly
b

A harmadik sorozat megaddsa eleve olyan volt, hogy az egymdst kovetd tagok

hanyadosa % legyen.

A mértani sorozatok esetében gyakran megadjuk az elsé tagot és a (-t.
Hogyan tudjuk meghatarozni a, és q ismeretében a sorozat tagjait anélkiil, hogy az Gsszes

eloz6t ki kellene szamolnunk?

Ao w) [

A sorozat n-edik tagjat gy kapjuk meg, hogy az elsd tagot n—1-szer megszorozzuk ¢-val,

tehat a, =a -q"".

A mértani sorozat n-edik tagjat igy szamoljuk ki: a, = a,q"".
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Mintapélda,;

Szamitsuk ki a bevezetésben szerepld sorozatok hatodik tagjait!

Megoldas:
alz—l; q= & _3, aéz(—ljs“:[—lj-243:—27;
9 a,, 9 9
b, 6-1 _ 6
b, =2; gq= =2; b, =2-2"" =2"=64;
b,
6-1
c, =32; g=—" =l; c6=32~(lj :32~L:1.
L2 2 32

Mintapélda,,

Egy mértani sorozat két tagjat ismerjiik: a,, =10, a,, =1000. Szamitsuk ki a sorozat 21.

tagjat!
Megoldas:

1. mbdszer:

Az a,=a -q"" egyenlet segitségével dllitsunk fel egyenletrendszert a, és (

kiszamitasara:

10=a,-q"
000=a,-q*|

A két egyenlet megfeleld oldalait elosztjuk egymassal (masodikat az elsdvel):

g’ =100 innen @, =10 vagy g, =-10.

A két értéket behelyettesitve az elsé egyenletbe azt kapjuk, hogy

g=10
a — 10 210718 = a21 = al 'q20 =10_18 '1020 =102 =100, Vagy
1 19
10
g=-10
10 _ o= ay, =(10")- (=10 = (-107)-10* = -10% = ~100.
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2. médszer:
a,, értekét megkaphatjuk ugy, hogy a,, -et elosztjuk g-val, vagy a,,-et megszorozzuk
a, =2 a —a .
20 21 20 q

g-val: f
aZO

)y =,y = a, =

, a
Tehat a,, -2, = %'(azo 'CI)= (azo )2'
fgy (a,, )’ =10-1000 =10000 = a,, = -100 vagy a,, =100.
Az elsé moddszer alkalmazhaté minden olyan esetben, amikor adott a mértani sorozat két

tagja, és meg akarjuk hatarozni az els6 tagot és a kvocienst. A masodik mddszerben kapott

Osszefiiggés altalanosan is igaz:

Az els6 tag kivételével a meértani sorozat barmely tagjanak négyzete megegyezik

a hozza képest szimmetrikusan elhelyezkedd tagok szorzataval, azaz

(an )2 =y Q-

Ha kikotjik, hogy a mértani sorozat Osszes tagja pozitiv, akkor a fenti Osszefiiggésbol

a, =+, -a,, kovetkezik. Kimondhatunk a szamtani sorozatban megismerthez hasonl6

jellegti tételt:

A pozitiv tagu mértani sorozat barmely tagja a hozza képest szimmetrikusan

elhelyezkedd tagok mértani kdzepe. Képlettel:

a =.a_ -a, han>késmindena;>0, ieN".

(Ezért nevezik az ilyen tulajdonsagu szdmsorozatokat mértani sorozatnak.)



32 MATEMATIKA ,A” * 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

Feladatok

T 16. Ird fel a kovetkezd mértani sorozatok elsé 5 elemét! Allapitsd meg a sorozatok

- 17.

18.

monotonitasat! Sejtésedet igazold!

a) a, =100; g=0,5.
b) b, =—64; q=0,25.
c) c, =12 q=-3.
d) d, =72 q=1L5.
e) e, =-36; qg=2.

Szamitsd ki a megadott mértani sorozatok hianyzoé adatait:

a)a, =—4;q=3;a,="? b) b =4;9=-3;a,="?
2 9 2 27
c)c,=—;C,=—; q="? dd==;d.=—;q="?
) 1 3 4 4 q ) 1 3 5 8 q

e)e =1;e,=-16;0="

Adott egy mértani sorozat az elsd elemével és a kvociensével. Dontsd el, hogy tagja-e
a sorozatnak a t-vel jelolt szam, és ha igen, akkor hanyadik tagja ez a sorozatnak?

a) a, =256;9=0,5t=16; b) b, =125; 0=0,24; t =0,41472;

c) ¢, =1800; q=0,3; t =20000.



1. modul: SOROZATOK 33

VI. Kamatos kamat

El6szor ismételjiik at a szazalékszamitasrol tanultakat!

P

Egy A mennyiség p szazaléka az adott Gsszeg ﬁ-ad része, tehat ha ki akarjuk szamitani az
A mennyiség p szazalékat, meg kell szoroznunk A-t % -zal.

5 g . P
Az A mennyiség p %-a: —- A.
y1seg p 7o 100

p

Ha az A mennyiséget p %-kal noveljiik, akkor az A-hoz hozz4 kell adni az A mennyiség T00”

szorosat:

Az A mennyiség p %-kal ndvelve: A+ P A=|1+ P A.
100 100

Hasonldan, ha most p%-kal csokkenteni akarjuk A-t:

Az A mennyiség p %-kal csokkentve: A— P A=|1- P A
100 100

Mintapéldas

A havi kotelezd felelosségbiztositas Osszege 4942 Ft-r6l 5125 Ft-ra valtozott. Hany
szazalékkal nétt a havi dij?

Megoldés:

1. mddszer:

5125

Elészor szamitsuk ki, hanyszorosa az 0j dij az eredetinek: 5 ~1,037. Ez 103,7

szazadrészt, azaz 103,7 szazalékot jelent. Tehat a ndvekedés (100%-rol) 3,7%.
2. médszer:
Azt nézziik meg, hogy a novekedés hanyadrésze az eredeti 6sszegnek!

5125-4942 183
4942 4942

~ 0,037 . Ez az eredeti 6sszeg 3,7 szazadrésze, tehat 3,7%-a.
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Mintapélda
Egy iizlet forgalma az el6z6 honaphoz képest 7%-kal nétt. Ebben a honapban 9846000 Ft

volt. Mekkora volt az elmult hdnapban?

Megoldas:

Jeldlje X az eredeti forgalom értékét. Ez 7%-kal ndvekedett, vagyis
X+ Lx =9846000 .
100

1,07x = 9846000

x = 2846000 501869

b

Tehat az elmult honap forgalma 9201869 Ft volt.

Mintapélda;,,

Magyarorszdgon a haldlozasok szdma 2005-ben 135732 volt, 2006-ban pedig 131500 (KSH
adat). Hany szazalékkal csokkent a haldlozasok szdma 2005-r61 2006-ra?

Megoldas:

1. médszer:

Eldszor megvizsgaljuk, hanyadrésze (hanyszorosa) a 2006. évi haldlozadsok szdma a

2005. évihez képest: ﬁéigg ~ 0,969, szazalékban megadva 96,9%, tehat a csokkenés
3,1%-o0s.
2. modszer:

Vizsgaljuk meg, hogy a cs6kkenés hanyadrésze (hdnyszososa) a 2005. évi adatnak:

135732 -131500

~ 0,031. Ez 3,1 szdzadrésznek, azaz 3,1%-nak felel meg.
135732
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Mintapélda,

A bankba berakott pénzem havonta kamatozik ugy, hogy 0,9%-at minden hoénap végén

jovairjak a szamldmon.

Vizsgaljuk meg, milyen dsszegek szerepelnek a szdmladmon honaprol honapra, ha januar 1-jén

beteszek 10 000 Ft-ot, és egész évben nem nyulok a szamldmhoz!

Megoldas:
Ha X 6sszeg van a szamlén, ez az 6sszeg a 0,9% kamat miatt 1,009-szoroséra no.
2007. januar 1. | 10000
februar 1. 10000 -1,009
marcius 1. 10000 -1,009 -1,009 = 10000 - 1,009*
aprilis 1. 10000 -1,0097 - 1,009 = 10000 - 1,009°
majus 1. 10000 -1,009° -1,009 = 10000 - 1,009*
junius 1. 10000-1,009* - 1,009 = 10000 -1,009°
julius 1. 10000 -1,009° -1,009 = 10000 -1,009°
augusztus 1. | 10000-1,009° -1,009 = 10000 - 1,009’
szeptember 1. | 10000-1,0097 -1,009 = 10000 -1,009°
oktober 1. 10000 -1,009% -1,009 = 10000 - 1,009°
november 1. | 10000-1,009° -1,009 = 10000 -1,009'
december 1. | 10000-1,009" -1,009 = 10000 -1,009"
2008. januar 1. | 10000-1,009" -1,009 =10000-1,009'* ~ 1000011135 =11135Ft

Eszrevehetjiik, hogy az egymast kovetd pénzosszegek mértani sorozatot alkotnak.

A 2008. januar 1-én felveheté pénzt kiszamithattuk volna a mértani sorozat n-edik

elemének képlete segitségével is:

a, =10000; g =1,009;

n=13; a,; =10000-1,009" ~11135.

Amikor egy bizonyos pénzdsszegnek azonos mértékil ismételt kamatat szamitjuk ki (vagyis a

kamattal novelt 0sszeg kamatat szamitjuk), kamatos kamatrol besz¢liink.
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Mintapélda,
Egy természetvédelmi teriileten egy novény egyedszama ugy valtozik, hogy évrél-évre 4%-

kal n6. Ha a koriilmények nem valtoznak, hany év mulva lesz a ndvények egyedszdma az

eredeti szam masfélszerese?

Megoldas:
Legyen a novények eredeti egyedszama N, ekkor a feladat:
a, =N; q=1,04; a, =15N; n="?
a, =a -q""
15N =N -1,04"" /=N
1,5=1,04""

Most az ismeretlen a kitevOben szerepel, a megoldast ezért megkapjuk, ha vessziik az
egyenlet mindkét oldaldnak logaritmusat. Ezt megtehetjiik, hiszen ha két pozitiv

mennyiség egyenld, akkor (és csak akkor) a logaritmusuk is egyenld. (Az X logX
fliggvény kolcsondsen egyértelmii a pozitiv valos szamokra.)
1g1,5 = 1g(1,04)"

A hatvany logaritmusénak azonossagat alkalmazva:

1g1,5=(n—1)-1g1,04 /:1g1,04
n—-1= lgi ~ 10,34, innen

1g1,04
n~1134.

A sorozat elsé tagjanak mondtuk az induld egyedszamot, ami igazabol a 0. év, igy a
masfélszeres populacidt a 10,34-edik évben éri el a ndvény. Tehat 10 év elteltével még
nem, de 11 év elteltével a populacié egyedszdma mar meg is haladja az eredeti
masfélszeresét. Eszrevehetjilk, hogy a feladat megoldasa nem fiigg az eredeti egyed-

szamtol.
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Feladatok

— 19. Magyarorszagon 2005-ben az ¢lvesziiletések szama 97496 volt, 2006-ban pedig 99850
(KSH adat). Hany szazalékkal valtozott az ¢élvesziiletések szama 2005-r61 2006-ra?

— 20. Egy személygépkocsi arat 5%-kal megemelték, majd ebbdl az arbol egy akcid

alkalmaval 5%-ot elengedtek. Hogyan valtozott a gépkocsi ara az eredeti arhoz képest?

T 21. Egy nagymama unokdja sziiletésekor olyan 500000 forintos betétet helyezett el
szamara a bankban, mely évente 8%-ot kamatozik. Unokaja ezt 18 éves kordban
felveszi, hogy a tovabbtanuldsat anyagilag fedezze. Mekkora 0Osszeget tud ekkor

felvenni?

=7 22. Egy orszag 2007-ben vallalja, hogy a karosanyag-kibocsatast évi 3%-kal csokkenti.

Hany év kell ahhoz, hogy a szennyezés a mostani érték 70%-a legyen?
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VII. A mértani sorozat elso n tagjanak osszege

Mintapélday

A legenda szerint egy indiai kiraly udvari bolcse volt a sakk feltaldloja. Az uralkod6 annyira
oriilt az 1) jatéknak, hogy felajanlotta a bolcsnek, kérjen, amit csak akar, megkapja. A bdlcs

kérése szerénynek latszott:

,»Tégy a sakktabla elsé mezdjére egy buzaszemet, a masodikra kettot, a harmadikra négyet €s

igy tovabb, minden mezdre kétszer annyit, amennyi az eldtte 1évon volt. Annyi blizaszem
legyen a jutalmam, amennyi ilyen modon a sakktablan van!”
Szamitsuk ki, hany szem buza lett volna a 64. kockan, ha a bdlcs ,,szerény” kérését a kiraly
teljesiteni tudja!
Megoldas:

A kérés szerint az elhelyezett blizaszemek szama 2 hanyadosti mértani sorozatot alkot,

mert elsd tagja a, =1, a masodikat gy kapjuk meg, hogy az elsét szorozzuk kettdvel,

¢és igy tovabb:
a, =2,
a,=2-2=2%
a,=2"-2=2,

8y =2%%922-10".
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Tehat az utolsd6 mezdn tobb mint 9 trillié buzaszemnek kellene elférnie.
A tudés azonban nemcsak a 64. mezdre jutd buzat kérte, hanem a sakktablara
elhelyezett Osszes buzat. Ki kellene szdmitanunk a mértani sorozat elsé 64 tagjanak

Osszegét!

A mértani sorozat els6 n elemének 0sszegének kiszamitasakor hasonlo ,,cselt” alkalmazunk,
mint a szamtani sorozat képletének levezetésekor. Itt is kétszer irjuk fel az Osszeget, de a
masodik sorban az 6sszeg helyett az 6sszeg (-szorosa szerepel:
S,=a +a,q+a,q’+..+a,q9" " +a,q""
q-S,= ag+aq’+..+aq9"*+aq9"" +a,q"
Eszrevehetjiik ugyanis, hogy a két egymas alatt all6 Gsszegben nagyon sok azonos tag van,

ezért, ha a két egyenletet kivonjuk egymasbol, a kovetkezot kapjuk:
q'sn_sn:alqn_al = Sn'(q_l)zal’(qn_l)a

9" -1
q-1~

Ha g =1, a sorozat minden tagja azonos, konstans sorozat keletkezik, tehat S, =n-a, .

Innen,ha q#1, S, =4,

n

A mértani sorozat elsé n elemének 0sszege

—_ll,ha q#1és S =n-a,haq=1.

Mintapélda,,
Szamitsuk ki, hany szem buza jart volna a sakk feltalaldjanak!
Megoldas:

a,=1 qg=2 n=64

2% -1
Alkalmazzuk a képletet: S, =1- 5

=2 -1~184-10".

Eszrevehetjiik, hogy ez az érték az utolsd négyzetre tett buzaszemek kétszerese, azaz a
legutolsé mezén annyi biza van, mint a masik 63 mezdén dsszesen.
Ha egy szem buza tomegét kb. 0,04 g-nak tekintjiik, akkor ez a buzamennyiség

7,36-10"" tonna, és a F6ldon ennyi bliza eddig még 6sszesen nem termett.
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Mintapélda,,
Keritésilinket olyan 1-szer 1 méteres négyzet alaku elemekbdl
akarjuk elkésziteni, amit betonacél rudakbol hegesztiink 0ssze -
a kovetkez6 modon: Az 1 méteres oldalu négyzet oldalfelezd @
pontjaiba rudakat hegesztve kisebb négyzetet formalunk, majd
eljarasunkat addig folytatjuk, mig az eredetivel egyiitt mar
7 négyzet van a mintankban.
a) Mekkora lesz a legkisebb négyzet oldala?
b) Hany m acélrad kell egy ilyen keritéselem elkészitéséhez?

Megoldas:

a) A legnagyobb négyzet oldala 1 m, a kovetkezdé egy % oldalu négyzet atloja, tehat

1
2

—-2 =72, ami az eléz6 adat (1 m) %-szbrése. Minden kis négyzetoldal az

el6zOnek ennyiszerese, tehat az oldalak hosszai mértani sorozatot alkotnak, melynek

kV(')ClenseT , els6 tagja 1, és keressiik a hetedik tagot:

6
a, = [%} = % =0,125m. Tehat a legrovidebb rad hossza 12,5 cm.

b) A négyzetek keriiletei is mértani sorozatot alkotnak, melynek kvociense szmtenT ,

hiszen K =4a,

K’:4-(£a]:£-(4a):£-K.

2 2 2

V2
2

A mértani sorozat elsé tagja most K, =4, a kvociens q =

tag Osszegét keressiik:

7
2
2 416 _, N2-16 _ N2-16
V2 V2-2 8(V2-2) 2.(V2-2)

2

S, = ~12,45.

N2
2

Egy keritéselem elkészitéséhez tehat kortilbeliil 12,5 m anyag kell.

, de most az elsO hét
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Mintapélda,;

Egy mértani sorozat elsé Ot tagjanak Osszege —28989, kvodciense 11. Hatarozzuk meg a
mértani sorozat elsd tagjat!
Megoldés:
Alkalmazzuk az 6sszegképletet:
11° -1
11-1"
—28989 =4, -16105,
a, =-18.

~28989 =4, -

Mintapélda,,
Egy mértani sorozat elsd tagja 24, kvociense q=-2,5. A sorozat elsd néhany tagjat ssze-

adtuk, és azt kaptuk, hogy S, = 676,5. Hany tagot adtunk 6ssze?

Megoldas:
Alkalmazzuk a mértani sorozat elsé n elemének 6sszegére vonatkozo képletet:
676,5 =24- w
-2,5-1
28,1875 = w

~98,65625=(-2,5)" -1

~97,65625 = (—2,5)"
Most az ismeretleniink a kitevében van. Ilyenkor a logaritmust szoktuk segitségiil hivni,
de ebben az esetben azt most sajnos nem tehetjiik, hiszen negativ szamnak nem vehetjiik
a logaritmusat. Szerencsére az N szamot a pozitiv egész szamok korében keressiik, igy

egy kicsit ligyeskedhetiink:

~97,65625=(~1)"-25".
Tudjuk, hogy [(-1)-a]" =(=1)"-a", és a > 0 esetén ez csak akkor lesz negativ, ha az n
szam pératlan, tehat a jelen esetben (-1)" = —1.

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat —1-gyel, és ezutdn mar vehetjiik mindkét oldal

logaritmusat:
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97,65625=2,5"
1£97,65625 = n-1g2,5
1£97,65625
T le25

Tehat a mértani sorozat elsd 5 tagjat adtuk Gssze.

Mintapélda,s
Szamitsuk ki a mértani sorozat kvéociensét, ha tudjuk, hogy az elsé harom tag 6sszege 39,368,
ésazelsdtag a, =38.
Megoldas:
1. médszer:
Tudjuk, hogy a,=38-q és a, =38 q2 , tehat a 39368=38+380+ 3,8q2
masodfokl egyenlethez jutunk. Ezt atrendezve és a megoldoképletet alkalmazva:

3,.80° +3,80-35,568=0  /:3,8

q9°+9-936=0
—1+4/1% .- —1+
4, = 1+4/1 +419,36: 1_6’2:aq1:—3,6 ésa g, = 2,6
’ 2 2
megoldasokat kapjuk. Es valoban, ha g=-3,6; 3,8+ (— 13,68)+ 49,248 =39,368;

ésha q=2,6; 3,849,884+ 25,688 =39,368.
2. médszer:
Alkalmazzuk az 6sszegképletet:
39368389~
g-1
-1

1036 =4

Ha most beszoroznank az egyenlet mindkét oldalat (q —1) gyel (q#1), harmadfoka
egyenlethez jutniank. Ha viszont alkalmazzuk az a’—b’=(a—b)a”+ab+ b2)
azonossagot, atalakithatjuk a tortiink szamlalgjat, majd egyszertisithetiink (q - 1)-gyel:

Q-1 g -1 (q—l)(q2 +q+1)
g-1  g-1 q-1

=q° +q+1. Tehat egyenletiink igy alakul:

q°+q+1=1036 = q° +q—9,36 = 0, ami az elézéekben megoldott egyenlet.
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Mintapélda,

Egy mértani sorozat elsd 6 tagjanak Osszege 49,6496. Ha csak a paratlan sorszamu tagokat

adjuk Ossze, akkor 22,568-t kapunk, azaz a, +a, +a; =22,568.

Mekkora a sorozat elso tagja?

Megoldas:
A mértani sorozat paratlanadik tagjai szintén mértani sorozatot alkotnak, hiszen
a;a,0’; a9 olyan mértani sorozat egymdast kovetd tagjai, melynek elsé tagja
b, =a, éskvéciense q'=q”. frjuk fel mindkét sorozat esetén a megfeleld tagok

0sszegét:

6

49,6496 =a, - J _11, q=1

2 6
22568=h -9 1o 4 -1
q -1 (a+1)a-1)
6 J—
Ha a masodik egyenlet mindkét oldalat (q + 1)-gyel szorozzuk, az a, - q -1 kifejezes

helyére 49,6469-ot helyettesithetiink:

q° -1

(-1)Xa+1)

6

== 22,568 (q+1)=49,6496. Innen

22,568 =a, -

22,568-(q+1)=a, -

q+1=2.2
q=12.

A sorozat elsd tagjanak kiszamitasahoz ujra el6 kell venniink valamelyik 6sszegképletet:

6 J—
49,6496 = a, .2 1
12-1
49,6496-0,2
1 :6—:5
120 -1

A sorozat elsd tagja tehat 5.
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Mintapélda,;

Hogyan irhato fel a legnagyobb 7-jegyli szdm a 3-as szamrendszerben? Add meg ennek
értékét tizes szamrendszerben!

(Ahogy a tizes szdmrendszerben pl. a 120 szam értéke 120=0-10° +2-10' +1-10°, gy a

harmas szamrendszerben a 120, =0-3° +2-3' +1-3* =15.)

Megoldas:
A harmas szamrendszerben a legnagyobb szamjegy a 2, igy a legnagyobb hétjegyli szam
7
a 2222222, =2-3"+2.3'+..+2.3°+2.3°=2. 33 11 =3"-1=2186.

Az eredmény nem til meglepd, hiszen a legnagyobb hétjegyli utin a legkisebb

nyolcjegyti kdvetkezik, ami a 10000000, =3’ = 2187 . A feladat tehat azzal az étlettel is

megoldhatd, hogy a 3-as szamrendszer legkisebb nyolcjegyli szamabol (37) 1-et

levonunk.

Feladatok

T 23. ird fel tizes szamrendszerben a kovetkezd 5-6s szamrendszerbeli szamot: 333333, .

Ahogy a tizes szamrendszerben pl. a 769 szam értéke 9-10° +6-10' +7-10* +3-10°,
(Ahogy p

Gigy az 6tds szamrendszerben pl. a 234, =4-5° +3-5' +2.5* =69 )

— 24. Szamitsd ki a mértani sorozat elsd n tagjanak dsszegét!

a) a, =27, qg=0,4; n=9.

b) b, =3,2; q=-0,5; n=10.
c) c, =-3,2; q=-0,5; n=10.
d) d, =-3,2; q=0,5; n=10.
e) e, =0,36; =-1; n=11.
f) f, =0,36; q=-1 n=12.

g) g, =0,36; q=1 n=12.
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77 25. Egy mértani sorozat els tagja 12, elsé harom tagjanak dsszege 57.

frd fel a sorozat els6 harom tagjat!

— 26. Szamitsd ki a mértani sorozat elsd tagjat, ha

a) qg=4; S, =—13650;

b)  q=072; S, =-390,62.
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VIII. A mértani sorozat gyakorlati példakban

Mintapélda,,
Két tizlet koziil az els6é forgalma januar elején 1,5-szer akkora, mint a méasodiké. Az elsé iizlet
forgalmat késébb havi 10%-kal, a masodikét havi 20%-kal sikeriil novelni.
a) Melyik honapban lesz a masodik iizlet forgalma legaldbb akkora, mint az els6¢?
b) Melyik hoénapban éri el az addigi forgalom 6sszege a masodik iizletben az els6ét?
Megoldas:
a) Mindkét iizlet havi forgalmat mértani sorozatnak tekintjiik. Jelolje F a masodik iizlet
eredeti forgalmat, ekkor
az els6 iizlet esetében: a, =1,5F, q=11 a, =15F-1,1"",
a masodik iizlet esetében: b =F, q=12 b =F-1,2""

Azt akarjuk megtudni, milyen n esetén lesz b, > a, .

F-12""' >15-F-1,1""

12" >1,5- 11" /L1 >0
n-1
L2

n-1
12 >1,5.
L1

Az ismeretlen a kitevoben van, tehat az egyenl6tlenség mindkét oldalanak

logaritmusat vessziik. Tehetjiik ezt, mivel az x > Igx fiiggvény szigoriian monoton

nd, igy ha a > b, akkor 1ga > 1gb is teljesiil.

(n - l)lg[ ll’fj >1gl,5 /: lg(l’z) >0

> L1

n—1>4,66
n>5,66.
A fenti eredmény azt mutatja, hogy az induldstél szamitott hatodik honapban lesz
eldszor a masodik tizlet forgalma nagyobb, mint az elsdé.
b) Most ismét az eldbbi sorozatokkal szamolva azt kell megtudnunk, hogy milyen n

esetén lesz s, =S, . (S, -nel az elsd, s, -nel pedig a masodik iizlethez tartozd bevétel

Osszegét jeloltik.) S, =1,5F - Ll _1’ s, =F- 1,2 —1’
L1-1 1,2—-1

b
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1,5F-1’1 _1SF-1’2 -1
L1-1 1,2-1
1’5.1,1 —1£1,2 -1
0,1 0,2

3-(LI"-1)<1.2" -1

3-L1"-3<1,2"-1

3-L1"<1,2" +2

3-L1"-1,2"<2.
Az ilyen tipusu feladatokat algebrai modszerrel altaldban nem tudjuk megoldani.
Mivel most csak pozitiv egész szamok korében keressiik a megoldast, sét azt is
tudjuk, hogy n > 6, hiszen csak abban a honapban érte utol a masodik iizlet forgalma

az elséét, probalgatassal igyeksziink valaszt adni. Készitsiink tablazatot!

n 6 7 8 9 10

3.10"—12" 2,33 2,26 2,13 1,91 1,59

A téblazatbol lathatd, hogy a masodik iizlet Osszegzett forgalma az induléstol
szamitott 9. honapban mar meghaladja az elsdét:

1L1I° -1 1,2° -1

Sy=15-F- ~20,37F, s,=F-

5 3

~20,80F.

Mintapélda,,

Karcsinak édesapja azt igérte, ha minden évben sajat zsebpénzébdl 10 konyvet vésarol,
pontosan tizedannyi (4ltala kivalasztott) konyvet vesz neki karacsonyra, mint ahany a polcan
sorakozik. Ekkor éppen 200 sajat kdnyve volt. A konyveket nagyon szereti, de a zsebpénze
kevés, igy évente pontosan 10 konyvet tudott vasarolni.

Hény konyve lesz igy 5 év elteltével?

Megoldés:
o . . s 1
Ha édesapja tizedannyi kdnyvet vasarol, mint ahany éppen volt, a konyvek szdmat azok 0

ével noveli, tehat a konyvek szama 1,1-szeresére no.
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Ev végén

1. [(200+10)-1,01=200-1,1+10-1,

2 [(200-11+10-1,1+10)-1,1 =200-11% +10-1,> +10-1]

3. (200-1,12 +10-11° +10-1,1+10)-1,1=200-1,13 +10-1° +10-11° +10-1]1

41200+ 1,7 +10- 1,1 +10- 1,1 +10- 1,1 +10)-11 = 200 1,1* +10-1,1* +10-11° +10-1,1> +10-1]

5.1(200-11* +10-1,1* +10- 11 +10- 1,1 +10-11+10)- 1, = 200- 11 +10-11° +10-1,1* +...+10-1]

Eszrevehetjiik, hogy az 5. év végén megjelend Gsszegben megjelenik a kezdetben meglevd
konyvek évi 10%-kal novelt szama, valamint az éves konyvvasarlasok szdmanak évenként
1,1-szeresére novelt értéke. Az Osszeadandd tagok egy mértani sorozatot alkotnak, ahol az

elsé tag 10-1]1, a kvociens pedig 1,1. gy az 5. év végén Karcsi konyveinek szama:

1LI° -1

200-1,1° +S, =200-1,° +10-1,1- =200-1,1° +110-(1,15 —1):310-1,15 -110~=389,26.

fgy 5 év elteltével koriilbeliil 389 konyve lesz Karcsinak.

Mintapélda;,

Egy gazdasdgban 4000 nyul van. A gazdasadgnak érvényes szerzédése van arra, hogy 4 ha-
vonta 5000 nyulat atvesznek t6le. Havonta atlagosan 25%-kal né a nyulak szama. Ilyen

feltételek mellett hany nyul lesz a gazdasagban 1 év elteltével?

Megoldas:
A nyulak szama az egyes honapokban:
1. |4000-125
2. | 4000-125°
3. | 4000125

4. |4000-125* =5000

5. | (4000-125* —5000)-1,25 = 4000-1,25° —5000-125

6. | (4000-125° —5000-125)-125 = 4000-1,25° —5000-1,25

7. | (4000-125° —5000-1,25%)-1,25 = 4000-125" 5000125’

8. (4000~1,257 —5000‘1,253)~1,25 —5000 = 4000-1,25* —5000-1,25* — 5000

9. [(4000-125" ~5000-125* —5000)-125 = 4000-125° —5000-125° —5000-125
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10. (4000-1,259 -5000-125° —5000-1,25)-1,25 =4000-125" -5000-1,25° —5000-1,25°

11. (4000-1,2510 —5000-1,25° —5000.1,252)-1,25 =4000-125" —5000-1,257 —5000-1,25°

12. (4000 -1,25" =5000-1,257 —5000-1,25° ) 1,25-5000 = 4000-1,25"* —5000-1,25* —5000-1,25* — 5000

A 12. honap végén tehat 4000-125'" —5000-125% —5000-125* —5000 nyul van a gazdasag-
ban. Ez a szam egyrészt tartalmazza azt a nyalszamot, ami akkor adédna, ha nem adtunk
volna el egy nyulat sem az év folyaman, masrészt kivonodik bel6le az eladott nyulak szama,
de nem a 3-5000 =15000, mert a szamitas azt is figyelembe veszi, hogy az eladott nyulak
szaporulata is elvész. Ez utdbbi rész — amit kivonunk — egy mértani sorozat 0sszege.
A mértani sorozat elsé tagja a, = 5000, q=125".

Az év végén tehat a nyulak szama

(1,25 ) -1

4

4000-1,25" — S, =4000-1,25" —5000 - ~ 58208 -47009 =~ 11200.

2

Egy év elteltével 11200 nyul lesz a gazdasagban.

Feladatok

27. Egy gazdasagban 20000 sertést nevelnek. A sertések szdma évrél évre
meghéaromszorozodik, de kétévente (az allomény megujitasa érdekében) vasarolnak
4000 sertést. Hany sertésiik lesz 10 év mulva, ha évi 41000 sertést a vagohidra

visznek?

T 28. Egy 200000 fés kisvarosban sokan sziiletnek, de kevesen halnak meg, ennek
kovetkeztében lakossadga 10 év alatt 10%-kal nd. Ha évente 1000 0j lakos érkezne a

varosba, hany fovel ndne a lakossag 10 év alatt?
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IX. Szamtani és mértani sorozatokat is tartalmazo
feladatok

Mintapélda;,

Héarom szdm egy szdmtani sorozat harom egymast kdvetd tagja. Ha az elsé szamhoz 3,6-et
adunk, egy mértani sorozat harom egymast kdvetd tagjat kapjuk, melyek dsszege 15,6.
Hatarozzuk meg ezeket a szamokat!
Megoldas:
Jel6lje a szamtani sorozat harom egymast kovetd tagjat a—d, a, a+d. Ha a mértani
sorozat harom tagjahoz gy jutunk, hogy a szamtani elsd tagjdhoz 3,6-et adtunk, akkor a
szamtani sorozat harom egymast kovetd tagjanak Osszegét megkapjuk, ha a mértani

sorozat 6sszegébol levonunk 3,6-et.

1. tag 2. tag 3. tag Osszeg
Szamtani a—d a a+d 12

113.6 1-3.6
Meértani a-d+36 |a a+d 15,6

Ha tudjuk, hogy a szdmtani sorozat hirom egymadst kdvetd tagjdnak Osszege 12, a
kozépso tagot megkaphatjuk gy, hogy az 6sszeget osztjuk 3-mal, tehat a = 4. Még azt

nem hasznaltuk ki, hogy a 4—d +3,6, 4, 4+d szamok egy mértani sorozat egymast
kovetd tagjai. A mértani sorozatrol tudjuk, hogy barmely tag négyzete a hozza képest

szimmetrikusan elhelyezkedd tagok szorzataval egyenld, tehat: (7,6—d)-(4+d)=4>,

ezt 0-ra redukalvaa —d* +3,6d +14,4 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk.

Ennek gyokei d, =6 ¢és d, =-24.
A két sorozat tagjai tehat:
Szamtani -2 4 10 6,4 4 1,6
VAGY
Mértani 1,6 4 10 10 4 1,6

Ellenrdrzés: Az 1,6; 4; 10 szdmharmas valoban mértani sorozat egymast kovetd
elemei, hiszen q =25 és 0sszegiik 1,6 +4+10=15,6.
Hasonloan, a 10; 4; 1,6 szamharmas is mértani sorozatot alkot, ekkor q=04.

Osszegiik ugyanannyi, mint az el8bb, hiszen a tagok ugyanazok, csak mas sorrendben.
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Mintapélda;,

Két varosban (nevezziik 6ket A ¢és B varosnak) 2006. janudr 1-én elhatdrozzak, hogy a
buszbérlet arat honaprol honapra emelve 2008. janudr 1-ig felemelik 100 fabatkarol 200
fabatkara. Ezt A varos ugy valositotta meg, hogy havonta azonos %-kal, B varos pedig ugy,
hogy havonta azonos 6sszeggel novelte az arat.
a) Hany szazalékkal n6tt honaprol honapra A varosban a bérlet ara?
b) Hany fabatkaval n6tt havonta B varosban a bérlet ara?
c) Ha egy polgar minden honapban vasérol bérletet, melyik varosban kolt ra tobbet a 24 ho-
nap alatt?
d) Hany szazalékkal kolt tobbet bérletre egy B varosban laké a masodik évben, mint az
elsdben?
Megoldés:
a) A varosban a bérlet havi koltsége a mértani sorozat szabalyai szerint n6:
a,(2006. jan.1-1 allapot) = 100, a,5(2008. jan.1-1 allapot) = 200.
100-g* =200

1

q* =2 = q=2% ~1,0293,
tehat a novekedés havi 2,93%.

b) B varosban a bérlet havi koltsége a szdmtani sorozat szabalyai szerint n6:

b, =100, b, =200.
200=100+24-d
24d =100

d :£z4,l7
6

Tehat a novekedés koriilbeliil havi 4,17 fabatka.

¢) Szadmitsuk ki mindkét sorozat az elsé 24 tagjanak 0sszegét!

1 24
(22“j 1 - 2.100423-2
S,=100-~———=100-— ~3412,71; Sg = 6 .24 =3550.
2% 1 2% -1 2
Tehat B varosban koltenek tobbet bérletre két év alatt. (Grafikonunkon is latszik,

hogy a kék oszlopok 6sszmagassadga nagyobb.)
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200
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100 OB varos
80 B A varos
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0
13 5 7 9 1113151719 21 23

2-100+11- 25
d) A B varosban lako az els6 évben S, = 5 6 .12=1475 fabatkat, a masodik
évben pedig 3550-1475=2075 fabatkadt kolt bérletre. A novekedés tehat
i(:;: ~ 1,407 -szeres, tehat 40,7%-kal kolt tobbet a masodik évben bérletre, mint az
elsOben.
Feladatok

= 29. Folytasd a sorozatot még 5 taggal ugy, hogy

L. szémtani sorozat legyen!
II. mértani sorozat legyen!
a) 2; 4
b) 2; -2
c) 6; 3
3 1
d -5 =
) 4 4
1 1
e - =
) 2 2

f) sin90°" ; sin270";
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- 30

. Body Béla és Gyur6é Gyula elhataroztak, hogy a strandszezon eldtt formaba hozzak

magukat. Béla napi 10 fekv6tamasszal kezdte, de elhatdrozta, hogy naponta 1-gyel
noveli a gyakorlatok szdmat. Gyuar6 Gyula 6vatosabb volt, napi 5 fekvOtamasszal
kezdte az elsé hét minden napjan, de elhatarozta, hogy hétrdl hétre megduplazza napi
adagjat. Mindketten februar 1-jén, hétfén kezdték az Gnsanyargatast.

Februar végéig ki csinalt meg tobb fekvotamaszt? (Torténetiink nem szokdévben

jatszodik.)

=7 31. Egy iizletlanc tagjai feladatul kaptak, hogy forgalmukat honaprél honapra 2 év, azaz

24 hoénap alatt rendszeresen novelve, havi 10 000 000 Ft-rol 15 000 000 Ft-ra noveljék.
Ezt az lizletlanc két tagja is teljesitette, de az utasitast masképp értelmezték. Az egyik
lizlet havonta ugyanakkora Osszeggel ndvelte bevételét, a masik pedig honaprol
hénapra ugyanannyi %-kal.

a) Mennyivel ndvelte havonta forgalmat az elsd tizlet?

b) Hany %-kal novelte havonta forgalmat a mésodik tizlet?

c) A két év alatt 6sszesen mekkora forgalmat bonyolitott le a két iizlet kiilon-kiilon?

=7 32. Egy egyetem két kara is azt az utasitast kapta, hogy az eddig évente felvett tanulok

=33

- 34.

- 35.

szamat 1000-rél 5 év alatt évi 600-ra csokkentsék. Az utasitdst az egyik kar ugy
hajtotta végre, hogy évente azonos szammal csokkentette a felvehetd tanulok szamat, a
masik pedig gy, hogy a keretszamot évrdl évre azonos szazalékkal csokkentette. Hany

hallgatot vett fel 5 év alatt az egyetem egyik, illetve masik kara?

. Egy henger alaku medencébdl minden nap elparolog a viz 5%-a. Ha a feltoltés utan 20

nappal 10 cm magasan 4ll a viz, milyen magasan allt feltoltéskor?

Helyezz el 8 szamot a 10 és a 100 kozé ugy, hogy a 10 szam egymast kovesse egy

a) szamtani sorozatban; b) mértani sorozatban!

Szamitsd ki a 3 els6 7 hatvanyanak a) 0sszegét; b) szorzatat!
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36. Egy 10 cm oldali négyzet atlojat 20 egyenld részre osztottuk,
¢s minden osztopontban merdlegeset allitottunk az atlora.

Mekkora a merdlegesek négyzetbe esd részeinek dsszege?

T7 37. Harom szdm egy mértani sorozat harom egymast kovetd tagja. Szorzatuk 1728. Ha az
elsd szambol 6-ot levonunk, egy szamtani sorozat harom egymast kovetd tagjdhoz

jutunk. Mekkora ennek a szamtani sorozatnak a differenciaja?



1. modul: SOROZATOK 55

Kislexikon

Sorozat: az a fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok
halmaza. Az ilyen fliggvénynél az értékkészlet elemeit a sorozat tagjainak vagy elemeinek

nevezzik.

Rekurziv megadas: ha egy sorozat tagjait gy adjuk meg, hogy az n-edik tag kiszamolasédhoz

sziikség van a sorozat el6z0 tagjaira is.

Periodikus a sorozat, ha van olyan pozitiv egész p szam, hogy a sorozat barmely n-edik

elemere igaz, hogy a, =a,,,-

Egy sorozat monoton né, ha minden tagja legalabb akkora, mint az el6z0 tag.

a,>a,,.

Egy sorozat monoton csokken, ha minden tagja legfeljebb akkora, mint az el6z0 tag.

a, <a,,.

Szamtani sorozatnak nevezzilkk az olyan sorozatot, amelynél a masodik tagtdl kezdve
minden tagot tigy kapunk meg, hogy a sorozat el6z0 tagjahoz — a sorozatra jellemz6 — allandé

szamot hozzadadjuk. Ezt az 4llandét differencianak (latin: kiilonbség) nevezziik.
A szamtani sorozat n-edik tagjat igy szamoljuk ki: a, = a, + (n - 1)- d.

A szamtani sorozat barmely tagja a hozza képest szimmetrikusan elhelyezkedd tagoknak
szamtani kézepe. Képlettel:

a +a
a :% han>k.

n
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Ha egy szamtani sorozat els6 tagja a,, n-edik tagja pedig a,, a sorozat elsé n elemének

0sszege:

_a+a, .n:2a1+(n—1)-d .

Sy
2 2

Mértani sorozatnak nevezziik az olyan sorozatot, amelynél a masodik tagtdl kezdve minden
tagot ugy kapunk meg, hogy a sorozat el6z6 tagjat — a sorozatra jellemz6 — allandd, nullatol
kiilonb6z6 szdmmal megszorozzuk. Ezt az dllandot hanyadosnak (kvociensnek) nevezziik.

A mértani sorozat n-edik tagjat igy szamoljuk ki: a, =a,-q"".
A pozitiv taghh mértani sorozat barmely tagja a hozza képest szimmetrikusan elhelyezkedd

tagok mértani kozepe. Képlettel:

a, =42, a

. ha n >k ésminden a, >0.

n+k

Negativ tagokat is tartalmaz6 sorozat esetén: a, > =a, , -a,,, .

A mértani sorozat els6é n elemének osszege:

S =al-q—_11,haq¢1 és S,=n-a,haq=1.
q_

n

Konstans sorozat: ha egy sorozat minden tagja azonos. Szamtani sorozat esetén d = 0,

mértani sorozat esetén ¢ = 1.

Kamatos kamat szamitisa: egy bizonyos mennyiség azonos mértékii ismételt kamatozasat

ugy szamitjuk, hogy a kamattal novelt 6sszeg kamatat szamitjuk. Ha a t;, kiindulasi osszeg

n évig kamatozik, p szazalékos kamattal, akkor a kamatokkal felndvekedett 0sszeg értéke:

t=t, |1+ | .
100
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I. Betétek

Mintapélda,
Szamitsuk ki, mekkora éves kamatot jelent az, ha a bankba tett 200 000 Ft-ot évi 6%-kal
a) hathavonta (azaz évente kétszer),
b) kéthavonta,
¢) havonta tokésitik.
A fenti tokésitési gyakorisagot kamatperiédusnak nevezik.
Megoldas:
Legyen a téke 4 =200000 Ft.
a) Ha egy bank évente kétszer tokésit, az azt jelenti, hogy az éves kamat felét két alka-

lommal hozzairja a tokéhez. Tehat a 6% felét, 3% kamatot hozzdadnak az A t6kéhez,

2
igy két tokésités utan A4 - (1 + 0—§6j = A4-1,03* =1,0609 - 4 -rané a toke.
Ez megfelel 6,09%-os éves kamatnak.

b) Ha a bank évente 6-szor tokésit, azt jelenti, hogy az éves kamat hatodrészét 6 alka-

lommal hozzairja a t6kéhez. Tehat a 6% hatodat, 1% kamatot hozzdadnak az 4 toké-

6
hez, igy 6 tokésités utan A - (1 +0f26j =A4-101° ~1,061524 -ra né a toke.
Ez évi 6,152%-0s kamatnak felel meg.

c) Ha a bank évente 12-szer tékésit, az azt jelenti, hogy az éves kamat tizenkettedrészét

adjak hozza tizenkét alkalommal az aktualis tokéhez. Tehat 12 kamatperiodus utan a

12
toke A-[l +%} = A4-1,005"” ~1,061684 . Ez 6,168%-0s kamatnak felel meg.

Szamunkra ez a legkedvezObb megoldas.
Megjegyzés: Lathatd, hogy szdmitasunk eredménye fliggetlen attél, hogy mekkora az
A toke.

Altalanosan: Ha a bank p%-os évi kamat mellett évi n alkalommal tékésit, akkor az

n
indul6 toke (1 + Ej -szeresére no.

n
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Mintapélda,
Azt tervezziik, hogy betesziink a bankba 2007. januar 1-jén 1 milli6 forintot, és 2 éven at nem

nyUlunk hozza. A kdvetkez6 banki ajanlatok koziil valaszthattunk 2007-ben. Segits donteni!

Kamatlab( brutt6) % / EBKM %

. . ., Betétlejarat
Minima- o
. elotti fel-
El- . lisan le- p
Sav- Kétheté mondas- Kamat-
hatirok 1 hénapos 2 hénapos |3 honapos 6 hénapos 1 éves Sssze kor prémium
g
(Ff) alkalmazott
kamatlab
Kamat-
csucs 1000 000 — X 6,34/6,49 X X X 1 000 000 0,00 Ft 0,00 Ft
- 2 999 999
betét
Hatar-
h(l;ig;- 1 000 000-tol| 5,15/5,22 5,15/5,22 5,20/5,27 5,20/5,27 5,20/5,27 1 000 000 0,00% 0,25
betét
Familia| 1 000 000 Ft
betét- - X X X X 6,00/6,17 50 000
szamla |9 999 999 Ft

A kovetkezOket lehet még tudni a fenti betétekrol:
A hatarid6s hozambetét a lejarat utan nem kamatozik.
A Familia betétszamla havi kamatjovairasu.
Mi is az az EBKM?
Az egységesitett betéti kamatlab mutat6 egyike azoknak a mutatészamoknak, amelyek segi-
tenek benniinket a kiilonboz6 banki ajanlatok dsszehasonlitasdban. Ahogy a boltokban kotele-
sek feltiintetni minden mosopornal, hogy abbol a mosoporbdl mennyibe keriilne 1 kg, ugyan-
igy a bankok is megadjak, milyen éves kamat adodik a betétjeiknél, hogy a kiilonb6z6 1d6-
pontokban torténd tokésitések ellenére is 0ssze tudjuk hasonlitani az egyes betéti kamatokat.
Tehat az EBKM azt adja meg, hogy mekkora valamely betét tényleges éves hozama. Ezt
koteles minden bank azonos elvek alapjan kiszdmitani.
Megoldas:

A Kamatcsucs betét esetén tigy tudunk két éven at takarékoskodni, ha kéthavonta Gjra és

ujra lekotjiik 2 honapra. Bar errdl nem szo6l a hirdetmény, a kamatjévairas is valdszinti-
. g . 2 1, , ,
leg kéthavonta torténik meg. Ilyenkor az éves kamat 2 = P részével szamolnak, igy

1 év alatt az 1 milli6 forintunk



2. modul: GAZDASAGI MATEMATIKA 61

0,0634

6
1000000 - [1 + J ~1,065099-1000000 = 1065099 Ft-ra nd.

Ez az 6sszeg az 1 millié forintunk 6,51%-0s ndvekedését jelzi az elsd évben, ami na-
gyon hasonlit a tablazatunkban szerepld 6,49%-hoz.

Tulajdonképpen mar ezek utan, kiilondsebb szamolgatas nélkiil donthetiink is, azt a be-
téti format érdemes valasztanunk, amelynél az EBKM a legnagyobb. Az egyes lehetdsé-
geknél: Kamatcsucs betét 6,49%, Hataridés hozambetét 5,27%, Familia betétszamla

6,17%, vagyis az els6 lekotés a legkedvezobb.

Mintapélda;
Szamitsuk ki, mekkora 6sszeghez jutunk két év elteltével a fenti — legjobb — ajanlat esetén!
Megoldas:
A tényleges 0sszeg kiszdmitasadhoz figyelembe kell venni, hogy betétiink kamata utan
kamatadot kell fizetni. A kamatadé mértéke a mindenkori kamat 20%-a, igy a két honap

0,0634

elteltével az A 0sszeg utan - A kamatot irnanak jova (t0késitenének), de ennek

20%-at rogton az allamnak utaljak, igy szamlankon csak a kamat 80%-a, azaz

0,0634 0,0634
6

-A4-08 = ( -OSJ - A kamat jelenik meg. Tehat 1 milli6 forintunk 24 honap,

0,0634

12
azaz 12 kamatperiodus alatt 1000000 ( . 0,8) ~ 1331484 Ft-ra no0.

A tovabbiakban ugy tekintjiik, mintha a megadott kamat mértéke az adozas utani kamat lenne,

azaz a meghirdetett kamat 80%-dval szamolnank.

Mintapélda,

Ha a bank évi 12%-ot igér havi tokésitéssel, az azt jelenti, hogy minden honap végén az aktu-
alis betét utan az éves kamat tizenketted részényi kamatot fizetnek. A kamatot havonta irjak
jova (és tokeésitik). Ez azt jelenti, hogy minden honap végén az éppen bankba levd pénziink
1%-at hozzaadjak a betéthez, ettdl kezdve a kamat is kamatozik.

Havonta 20 000 Ft-ot tudunk félretenni, és ezt minden hénap elején a szadmlankra tessziik.
Olyan bankot valasztottunk, amelyik (ha 2 éven beliill nem nytlunk a pénziinkhdz) évi 12%
kamatot fizet.

Célszerti egy tablazatot késziteni a honap eleji és év végi helyzetiinkrol.
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Megoldas:
Honap elején Honap végén
L. 20 000 20000-1,01
2. 20000 - 1,01+ 20000 20000-1,01° +20000-1,01
3. 20000-1,01% +20000-1,01+ 20000 20000-1,01° +20000-1,01° +20000-1,01
24, {20000-1,01% +...+20000-1,01+20 000 20000-1,01%* +...4+20000-1,01+20000-1,01

Eszrevehetjiik, hogy a 24. hénap végén egy olyan mértani sorozat els6 24 elemének
Osszegét kapjuk, melynél a, =20000-1,01 és g =1,01.
Tehat a 24 honap leteltével felvehetd Gsszeg:

24
S, =20000-1,01- 20 =1 _ 544564

]

Két év elteltével 544 864 Ft-unk lesz a bankban.

A fenti tipust takarékossagot gyiijtéjaradéknak nevezziik: rendszeres id6kozonként (pl. ha-

vonta, évente) azonos Osszeget fizetlink be, és az a szamlankon kamatozva gytlik.

Feladatok

— 1. Az Gjsagban ezt olvashattuk: ,Nyolc nap alatt elkapkodtdk a maganbefektetdk a CIB

2006. augusztus elején, 3 milliard forint értékben piacra dobott, hdroméves futamideji,
a futamidd alatt 6sszesen 24 szazalékos kamatot fizeté CIB Classic 2009A kotvényét.”

Mekkora évi kamatnak felel meg ez?

— 2. Dontsd el, az a), b), és ¢) esetekben mennyit kapunk kézhez 1 év utan, ha a bankba tett

pénziink szazezer forint! (A kamataddt most ne vedd figyelembe!)
a) Evi 6% kamat esetén, havi kamatperiodussal.
b) Evi 6,3% , ha a t6késités kéthavonta torténik.

c) Evi 6,4% kamat, ha évente kétszer tokésitenek.
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— 3. Szamitsd ki az EBKM értékét, ha az éves kamat 4,8%, és a kamatperiddus

a) 1 honap; b) 3 honap; c¢) 4 honap.

T 4. Egy életbiztositassal kombinalt megtakaritasi szamlara 10 éven at minden év elején
150 000 Ft-ot fizetlink be. Ebbdl 20 000 Ft az éves biztositas dija. Ezek altalaban éven-
te valtozo kamatozasu szamlak, de az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy évi 6% ka-

matot fizetnek. A 10 év elteltével mennyi pénz felett rendelkeziink a szdmlan?
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I1. Jaradék

Takarékoskodni nem csak azért lehet, hogy valami vagyott dologra Osszegytjtsiik a pénzt,
hanem hogy késdbb, azonos id6kdzokben — amikor sziikségiink van ra — folvegyiik. Ilyenkor

jaradékot biztositunk magunknak.

Mintapélda;
Egy id6s hazaspar elhatarozza, hogy — nyaralojuk eladdsabdl szarmazo — 5 millié forintjukat
bankba teszik évi 9%-o0s kamatra, és amig pénziik tart, minden évben a kamat tékésitése utan

kivesznek 500 000 Ft-ot, hogy abbdl utazzanak. A kamatot minden év végén irjak jova.

Mennyi pénziik marad a 10. év végén?

Megoldas:
Ev elején Ev végén
1. |5000 000 5000000 -1,09 — 500000
2. 15000000-1,09 -500000 5000000 -1,09% — 500000 - 1,09 — 500000
3. 15000000-1,09* —500000-1,09 — 500000 | 5000000 -1,09° —500000-1,09> — 500000 - 1,09 — 500 000

10. | 5000000 -1,09° — S, 5000000-1,09' — 5,

Az év végén kamatozik a pénziink, ezért az év elején levo vagyonunkat megszorozzuk

1+ P _ 1+ i = 1,09 -dal, majd kivonunk beléle 500000 Ft-ot.
100 100

Eszrevehetjiik, hogy a levont 6sszegek egy mértani sorozat tagjai, melynek elsd tagja
a, =500000, kvociense pedig g =1,09.
Szamitsuk ki, mekkora 6sszeggel rendelkezik az idés hdzaspar a tizedik év végén:

1,09 -1

5000000-1,09' —S,, =5000000-1,09"° —500000- ~11836818—-7596465 =

=4240354 . Lathatjuk, hogy a tizedik év végén még majdnem az eredeti Osszeg 4ll a

rendelkezésiikre. (Eltekintettiink az inflaciotol és a kamatadotol, ezért ez az idedlis, szEép

eredmény.)
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Mintapélda,
Szamitsuk ki, hogy az el6z6 példaban szerepld 0sszeg évi 500 000 Ft kivétele esetén hany
¢évre elegendd az idds hazasparnak.
Megoldas:
Az el6z6 feladatban szerepld képletet hasznalhatjuk most is, csak ugy, hogy a 10 év he-

lyett n év szerepeljen mindig. A rendelkezésre allo Gsszeg n év elteltével:

O(n)=5000000-10" - S, = 5000000-1,09" —500000- 110099 _11 .

Amig van pénz a szdmlajukon, addig ez a kiilonbség pozitiv, tehat az O(n) >0 egyen-

16tlenséget kell megoldanunk.

5000000-1,09" —500000-1’09 -1 >0 /:500000
1,091
10-1,09" — 109" -1 >0 /-0,09
0,09

0,9-1,09" —(1,09" —1)> 0
—01-109" +1>0 /-1

0,1-1,09" <1 /-10
1,09" <10

Mivel az x — Igx fliggvény szigoruan nd, vehetjiilk mindkét oldal logaritmusat:

1g1,09" <1g10,

mivel 1gl0 =1, ezért n-1g1,09<1  /:1g1,09>0
1
n< ~ 26,72.
1g1,09

Ez azt jelenti, hogy a telek arabol idealizalt koriilmények kozott 26 éven at tudnak utaz-

ni.
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Feladatok

T 5. Egymilli6 forintot betesziink a bankba, majd a kdvetkezé évtél minden év elején kive-
sztink 100 000 Ft-ot. Az évi 9,6%-0s kamatot minden év végén tokésitik. Mennyi pén-

ziink marad a 11. év elején?

77 6. 200 000 Ft kolcsont vettiink fel a bankbol, évi 12%-os kamatra.
Ha minden honap elején 15 000 Ft-ot tudunk torleszteni, mennyi id6 alatt fizetjiik visz-

sza a hitelt?
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I1l. Kolcsonok, THM, diakhitel

Egy iizletlanc hirdetésében a kdvetkezdket olvashatjuk:

A flinyir6t megvasarolhatja 12 havi részletre is, 0% kamat, THM: 5,8%.
A flinyird ara (ha készpénzzel fizetiink) 48000 Ft, a havi torlesztérészlet
4000 Ft — mi is lehet hat akkor a THM?

A THM, azaz teljes hiteldijmutaté is egyike azoknak a mutatoknak, ami segit nekiink abban,
hogy eligazodjunk a kiilonb6z6é bankok ajanlatai kozott. A THM az osszes olyan koltséget

tartalmazza, ami egy év alatt felmeriil a kolcson torlesztése kapcsan.

Ilyen lehet példaul a banki kamaton kiviil a hitelbiralati dij, a folydsitasi jutalék, a kezelési
koltség stb. Ha lakast vasarolunk, beszamit a THM-be a megvasarolandé ingatlan értékbecslé-
st dija is. Fenti, ,,flinyirds” példankban valosziniileg fizetniink kell valami okbol (példaul hi-
telbiralat dijként) 48000 - 0,058 = 2784 Ft-ot. Még valdsziniibb, hogy ez 2800 Ft lesz, mivel a

2800 ~ 0,05833 kerekitett értéke is 5,8%.

48000

Mintapélda;
Kerékpart akarunk vésarolni a négyfos csaldd minden tagjanak, és

ezért személyi kdlcsont vesziink fel, melyet 4 honap mulva egy 0sz-

szegben kell visszafizetni. Tudjuk, hogy a bank évi 15% kamatot
szamit fel, és a 100 000 Ft-os koleson kiutalasakor 1%-o0s kezelési
koltséget levonnak.
Szamitsuk ki, mekkora a THM?
Megoldas:

Szamitsuk ki, mekkora kamatot kell fizetni 4 honapra a felvett 6sszeg utan! 4 honap az

év Y5 része, igy a kamat 5%, a visszafizetendo 6sszeg 100000 -1,05 =105000 Ft. Nézziik

meg, hogy ez hadnyszorosa annak az 6sszegnek, amihez hozzéjutottunk. Igazdbdl csak

105000

99 000 Ft-ot kaptunk, hiszen 1%-ot a kifizetéskor levontak: 0 ~1,0606. A THM

megallapitdsakor a jobb dsszehasonlithatdsag kedvéért mindig 1 évre szamolnak. Az
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egy évre szamitott kamat hatvanyozédik: 1,0606* ~1,2653 . Tehat a THM itt 26,53%

lesz, ami meglehetdsen magas érték.

Mintapéldag

Vannak olyan kolcsonok, melyekhez igen konnyli gyorsan hozzajutni, de igen magas kamato-
zasuak. Ilyenkor — mivel a kiilonb6z6 futamiddk esetén kiillonbozd kamattal szamolnak — csak
igy adjak meg a THM értékét: pl: THM: 25-30%. Lehet azonban hitelkalkulaciot kérni, ahol

ha beadjuk a kért 0sszeget ¢€s a futamidot, kiszamitjak a torlesztorészletet. Ilyenkor mar meg-

adjak a THM értékét is. Egy ilyen ajan- * Hitel c£lja: | csaladi esemény ¥
Lehetséges hiteldsszeg: SN0 S =
J4 . r o ' 500000 Ft 00000 Ft
latot talaltunk az interneten. Nézziik Lehetséges futamidd: 24 - 36 ho 24 - 36 hé
R , , * Hitel ésszeq: (500000 Ft
meg, a kamaton kiviil kell-e szdmitanunk YR hénap
valami egyéb koltségre is a hitel felvéte- Térlesetirészlati 26400 Ft
Eves Ggyleti kamat: 23.85 %
lekor? Telies hiteldijrnutatd (THM): 26,64 %
is:
MegOIdaS' Amennyiben a fenti feltételek meafeleldek dnnek, a megfeleld gomra kattinva
elindithatja Hiteligénylését,
Ha az éves kamat 23,85%, akkor
Al"l‘—al jeliilt adatok megadasa
havi torlesztések esetén a havi ka-  [otelez6:

0,2385

12
mat ennek tizenkettedrésze lesz, ami éves kamatban (1 + j ~ 0,2664, ¢és ez pon-

tosan a THM-mel megegyezo érték, tehat ennél a kdlesonnél a kamaton kiviil nincs

egy¢b teher.

HITEL

Hamarosan leérettségiztek, €s lehet, hogy lesz koztetek olyan is, aki diakhitelt vesz igénybe a

tovabbtanulashoz. A hitelt dllamilag tdmogatott vagy onkoltséges nappali tagozatos képzés-
ben tovabbtanul6 egyetemi hallgatok vehetik igénybe. Donthetsz, hogy hany félévre kéred a
folyositasat. Egy tanulmanyi félév soran 5 havi didkhitelt folyositanak.

Akkor kezded el torleszteni a kolesont, amikor munkaba allsz. Az elso két évben a minimal-
bér 6%-at kell fizetned havonta mint torlesztOrészletet. A harmadik évtél kezdve a havi
torlesztorészletet ugy szamitjak ki, hogy a két évvel korabbi egész éves béred tizenketted ré-
szének 6%-at kell havonta torlesztésként befizetned egészen addig, amig nem fizetted vissza

az addssagod.
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Mintapélda,

Az allamilag tdamogatott képzésben valaszthatsz, hogy havonta 15, 21, 25 vagy 30 ezer forin-
tot veszel fel. A 2006/07-es tanévben az éves kamat 9,5%. Ha ugy dontesz, hogy 10 félévre
veszed fel a hitelt, havi 30 ezer forintot, és minden félévben 1 §sszegben kéred, milyen tarto-

zassal zarod tanulmanyaidat? (Feltételezziik, hogy az 5 év folyaman a kamat valtozatlan ma-

rad.)

Megoldas:
Az elsd kolcson felvétele és a 10. félév vége kozott (pl. 2008. oktdber—2013. junius)
57 honap telik el. Az 1 honapra szamitott kamat az éves kamat tizenketted része: 0.095 .
A félévben felvett kdlcson Ennek kamattal novelt 6sszege:
1. félév—oktober 57
150000 - 0.095 +1
150 000 12
2. félév—marcius 52
150000 - 0.095 +1
150 000 12
3. félév—oktdber 45
150000 - 0.095 +1
150 000 12
4. félév—marcius 40
150000 - 0.095 +1
150 000 12
5. félév—oktober 33
150000 - 0,095 +1
150 000 12
6. félév—marcius 28
150000 - 0.095 +1
150 000 12
7. félév—oktdber 2
150000 - 0.095 +1
150 000 12
8. félév—marcius 16
150000 - 0.095 +1
150 000 12
9. félév—oktdber 9
150000 - 0.095 +1
150 000 12
10. félév—marcius 4
150000 - 0.095 +1
150 000 12
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A jobb oldali oszlop dsszege lesz a fennall6 tartozasunk. Eszrevehetjiik, hogy ha minden

masodik sort tekintjiik, azok mértani sorozat egymast koveto tagjai. Ha alulrol felfelé

_— e , 0,095 )"
nézziik a sorozatok egymast kovetd tagjait, mindkét sorozat esetén g = +1| ,

mindkettd 5 tagbol all, de az oktoberi sorozatnal o, =150000- (0’&95

9
+ 1] , mig a mar-

4
ciusinal m, =150000- (% + 1] . A fennall6 kolcsontartozasunk tehat

(0,095 ”j
+ -1
12
+150000 -

12
0095 \*_,
12

0,095 \*
0095 Y L 12 ) T (0095 Y
150000 =22 41 - (| =241 +1[=1925342,
12 0,095 12
+1| -1
12

12\°
0095 »
0,095 .\ 12
+1] -
12

9 [
S +8, =150000-(°’10295 +1) :

Mintapélda,
A bankokban deviza alapu hiteleket is fel lehet venni. Ez azt jelenti, hogy a felvett 6sszeget,
majd a mindenkori tartozast nem forintban tartjak nyilvan, hanem valamely mas pénznemben.
A mindenkori torlesztorészletet is ebben a valutdban hatdrozzak meg. Ha a jovedelmiink fo-
rintban keletkezik, médunkban all a torlesztést is forintban befizetni, de Ggy, hogy az Gsszeg
idegen valutara atvaltva akkora legyen, mint a megéllapitott részlet. igy fordulhat el az, hogy
a deviza alapu hiteliink torlesztérészlete azonos kamat és kezelési koltség mellett is honaprol
honapra valtozik.
A kovetkez0 tablazat azt mutatja, milyen ajanlatot adhat egy bank egy adott 6sszegii kdlcson
folvételére.

a) Szamitsuk ki, mekkora a felvett hitel!

b) Szamitsuk ki, a meghirdetés pillanataban mennyi volt a svéjci frank ara!

¢) Szamitsuk ki, hogy ha a hitelt 10 éves futamiddre vettiik fel, milyen torlesztorészletet

kell fizetni 2007. marcius 28-an, ha 1 svdjci frank ara 158,53 Ft az adott bankban

azon a napon!
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Megoldas:

o e o Kezelési | Torlesztorészlet a futam-
Hiteltipus | Kamat % e 2 s e .
koltség/év id6 fliggvényében
1 évre fix 10 év 20 év

Svajci frank 2 49 2,5% (125 301 CHF 170 CHF

alapu ’ eFt) (48,6 eFt) (27,4 eFt)
Ft alapu for- o
rasoldalita- | 699 | 20 e/"FE; 00 | 583 eFt 39 eFt
mogatassal

a) A felvett hitel 6sszegét ki tudjuk szamitani, hiszen latjuk, hogy 2%-a 100 000 Ft. igy

maga a felvett kolcson

alapu hitelajanlat is:

100000

)

125000

)

= 5000000 Ft. Ugyanezt az eredményt adja a CHF

=5000000 Ft.

b) A bank ajanlataban az szerepel, hogy 301 CHF (svgjci frank) 48,6 eFt-nak felel meg,
48600

tehat 1 CHF =

nak felel meg, ebbdl 1CHF =

27400

~ 161,46 Ft. Ugyanakkor az is szerepel, hogy 170 CHF 27,4 eFt-

~ 161,18 Ft. A kiilonbség valdsziniileg annak a ke-

rekitésnek a hibdjabol adodik, hogy a torlesztés forintértékét ezer forint pontossaggal

adtak meg.

¢) 10 éves futamido esetén 1 havi torlesztorészlet 301 CHF, amiért 2007. marcius 28-an

301-158,53 = 47718 Ft-ot kell fizetni.

Mintapélda,,

A kovetkezd grafikon azt mutatja, hogyan valtozott a forint arfolyama az eur6éhoz képest,

azaz hany forintért lehetett vasarolni 1 eurot:

1. grafiken — A foerint'eurs drfolvam alakuldsa 2002 januar és 2004 november kdzire

280
270
260
250
240 4
230 +
220

210

2002.01.02

200020302

20020702

20020502 4

2002.08.02

2002 11.02 4
2008.01.02

20030302 4

2003.07.02 4
2003.08.02

20030502 4

20040102 4

20031102 4

2004 0302 4

2004.07.02 4
2004 0802 4

200405 02 4

2004.11.02

Forras: MNB 2004)
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a) Olvasd le a grafikonrdl, hany forintért lehetett vasarolni 1 eurot
2003. januar 2-an,  2003. majus 2-an,  2004. szeptember 2-an.
b) Olvasd le a grafikonrol, a vizsgalt idészak alatt, mikor ért a legtdbbet a forint (az euréhoz

képest) és mikor a legkevesebbet!

Megoldas:
a) 2003. januar 2-an koriilbeliil 236 Ft-ba kertilt 1 euro,
2003. majus 2-an kortilbeliil 246 Ft-ba keriilt 1 euro,
2004. szeptember 2-an koriilbeliil 252 Ft-ba keriilt 1 eurd.
b) Akkor ér a legtobbet a forint, ha a legkevesebbe kertil 1 eurd, tehat keressiik a grafi-
kon minimumbhelyét, és az 2003. januarjaban van. Ekkor 1 € (eurd) koriilbeliil
235 Ft-ba kertil.
Akkor ér a legkevesebbet a forint, amikor a legtobbet kell fizetni 1 €-ért, ezért keres-
stk a grafikon maximumbhelyét, amit koriilbeliil 2003 decemberében talalunk, amikor

tobb mint 270 Ft-ot kellett fizetni 1 €-ért.

Feladatok

=7 7. Olvasd el figyelmesen az alabbi hirdetményt. Mi az, ami 6vatossagra int?

Van-e olyan vasarlasi 0sszeg, ami esetén nem tudod, mekkora az dnrész?

ALTALANOS FELTETELEK:
IGENYELHETO HITELOSSZEG: 30 000—1 000 000 Ft

300 000 Ft-ig a termék vételaranak 0%-a,

ONRESZ: 300 001 Ft felett a termék vételaranak
20%-a
FUTAMIDO: 660 honap
KEZELESI KOLTSEG: a hiteldsszeg 2%-a

,»A hitel megitélése a Bank hitelbiralatanak fiiggvénye. Ez a hirdetés kizardlag a figye-
lemfelkeltés céljat szolgalja, nem mindsiil a Bank részérdl nyilvanos tdjékoztatonak és
ajanlattételnek. A teljes hiteldij-mutatdo (THM): 0—44,23%, a valasztott hitelkonstrukcio
¢s a futamid6 fiiggvényében. A hitelrdl sz616 részletes tajékoztatast az aruhdzakban el-
helyezett hirdetmények adnak.”
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Szamitsd ki, ha vésarolsz az adott bank altal nyujtott hitel segitségével egy televiziot
120000Ft-ért, milyen koltségekkel jar ez szdmodra a magasabb THM esetén? A futamidot

1 évnek valaszd, és 1 év elteltével egy 0sszegben fizeted be a tartozdsod.

T 8. Egy mezbgazdasagi vallalkozoé 3 millio forint kolesont vett fel gép vasarlasara, melyet
2 ¢év mulva kezd el torleszteni 3 év alatt, 3 egyenld részletben, minden év elején.
A bank a fennall6 tartozasra évi 18%-os kamatot szamit fel. Mekkora lesz a torlesz-

torészlet?

=7 9. Az 1200 000 Ft kdlesont évi 12%-os kamatra vettiik fel. 1 év alatt fizetjiik vissza.
Mekkora a torlesztorészlet, ha
a) 12 részletben;  b) 3 részletben fizetjiik vissza?

A kamat t6késitése mindkét esetben havonta torténik.

— 10. Szamitsd ki, az alabbi hitel esetén mekkora volt az aktualis eur6-arfolyam?
Hény forint lenne ez a havi torlesztorészlet 2002. januar 2-an, 2003. janudr 2-an, illetve
2004 decemberében, amikor olyan magas volt az eurd ara?
Hasznéld a 11. mintapéldaban talalhat6 grafikont!
Mit gondolsz, miért alacsonyabb a torlesztérészlet 3 honapos kamatperiddus esetén?

Mit gondolsz, 20 éves futamidd esetén miért nem fele akkora a torlesztorészlet?

5 milli6 forint hiteldsszeg | {avi torlesztd részlet:
20 év futamidd
3 hénapos kamatperiodus esetén 148,58 € 39 140 Ft.

5 millié forint hiteldsszeg | Havi torleszts részlet:
20 év futamidd
1 éves kamatperiddus esetén 149,74 € 39 446 Ft.

5 millié forint hiteldsszeg | yavi torleszts részlet:
10 év futamid6

1 éves kamatperiodus esetén 99,83 € 26 297 Ft.
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I. Bevezetés

Becsiiljiilk meg, mekkora lehet ennek a tonak a teriilete és a kerti-

lete?

Fedjiik le a to térképét 100 m oldalt (10000 m? teriileti) négyze-

tekkel! Azoknak a négyzeteknek a teriiletdsszege, amelyek bele-

7
férnek a toba, kisebb, mig azoknak a teriiletosszege, melyek ma- — k—
N

gukba foglaljak a tavat, pedig nagyobb, mint a to teriilete. \

Tehat a 6 teriilete 180000 m”> < T, < 400000 m”. \ —1" -
<

Ha még pontosabban meg akarjuk tudni a teriiletet, akkor kisebb T

négyzetekkel is lefedhetjiik a t6 térképét. Példaul csokkentsiik a

négyzet oldalat felére, ekkor 2500 m? teriiletli négyzetek kelet- -l

keznek. Igy pontosabb becslést kapunk: 3

92:2500 m* < T, <119-2500 m*, azaz p D = w R

230000 m*> < T, < 297500 m*, azaz 23 km* < T, <29,75km".

A masodik abran, ahol kisebb négyzetek teriiletdosszegeként becsiiltiik a teriiletet, a koriilirt
sokszog teriilete kisebb lesz, mint az el6z6 esetben. Altaldban, ha a négyzetracs oldalat csok-
kentjiik, az alakzat koré irt sokszog teriilete csokken — vagy legalabbis nem nd — az el6zéhoz
képest, hiszen az Gjabban felrajzolt becslés mindig ,,belefér” az el6zébe. A koriilirt sokszogek
terlilete tehat csokken, de értéke nem csdkken a mérendd alakzat teriilete ala, csak egyre in-
kabb megkozeliti azt.

Hasonldan, a beirt sokszogek teriilete egyre nd, ahogy a négyzetracs oldala csokken, hiszen az
Uj beirt sokszog mindig tartalmazza az el6zo6t. Teriiletiik tehat novekvd sorozatot alkot, de
értéke sosem haladja meg a mérendd alakzat teriiletét (hiszen belefér), csak egyre inkabb

megkozeliti azt.

A négyzetek oldalat tovabb csokkentve, egyre pontosabban megkaphatjuk a t6 tertiletét.
Ha a t6 keriiletét (a hatarold gorbevonal hosszat) akarjuk megbecsiilni, kozelitsiik azt olyan

sokszogek keriiletével, melyeknek csucspontjai a hatarol6 iven vannak.
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Ha a csucspontok szamat noveljiik (példaul megkétszerezziik a csucspontok szamat ugy, hogy
két-két csucspont kozé tjabbat illesztiink), a sokszog keriilete egyre jobban hozzasimul az
alakzat keriiletéhez, igy hossza egyre jobban kdzeliti a gérbe hosszat.

Egy sokszoget fel lehet osztani haromszogekre, és a haromszo-

gek teriiletének Osszege megadja a sokszog teriiletét.

Ezért is igen fontos, hogy felelevenitsiik a sokszogek kertileté-

nek és teriiletének, ezen belill is a haromszogek teriiletének

kiszamitasi maodjait.
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Il. Haromszogek

Foglaljuk 6ssze, milyen képleteink vannak a haromszog teriiletének Kiszamitasara!

7 _am, _b-m, c¢-m,
b2 2 2

Akkor hasznalhatjuk, ha a haromszog valamely oldala és a hozza tartozé magassag adott.

a-b-siny
L=

Akkor hasznalhatjuk, ha a haromszog két oldala és az oldalak kdzbezart szoge adott. Ez a ha-
romszogben barmely két oldalparra és azok kozbezart szogére vonatkozhat:

_a-b-siny b-c-sina _a-c-sinf

T
A 2 2 2

K:r-K

_—
2 2

=r-S

Akkor hasznalhatjuk, ha a haromszdg keriilete €s a beirt kor sugara adott.

T:\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)

Akkor hasznalhatjuk, ha a haromszog mindharom oldalat ismerjiik (Heron-képlet). Ebben a

képletben s a haromszog keriiletének felét jelenti: s = § = L;H_c .

Mintapélda,

A kertészeti vallalat kovetkezo feladata, hogy egy haromszog alakt teriiletet fiivesitsenek. Itt
a teriilet hatarol6 oldalainak hosszat tudtak lemérni.

AB=100m, BC=130m, AC=70m.

Mekkora a parositando tertilet?
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1. megoldas:

A haromszog teriiletének kiszamitdsdhoz ki kell szdmitani a haromszog valamely sz6-
gét. Ehhez a koszinusztételt hasznaljuk:

c? :a2+b2—2ab-cosy, a =130, b=170, ¢ =100.

100* =130° +70% —2-130-70-cosy

2 2 2
cosy =120 T =100 6 oaga — 4~ 4958°
2-130-70

Ezt a szoget felhasznalva, a haromszog teriilete:

_a-b-siny 130-70-sin49,58°
2 2

A parkositando teriilet tehat 3464,1 m2.

T ~ 3464,1.

2. megoldas:

Kiszamithatjuk a fenti hdromszog teriiletét a Héron-képlet segitségével is.

Elészor szamitsuk ki a keriilet felét: s = g _af 127 te 130+ 720 +100 _ 150,

A Héron-képlet szerint tehat a tertilet:

T =,/150-(150-130)-(150—70)- (150 ~100) = +/150-20-80- 50 =

— /12000000 = 2000-~/3 .

Ez az érték pontos érték, de egy kertész szdmara nem hasznosithato. Kozelitd értéke

természetesen ugyanaz, mint az elébb, tehat koriilbeliil 3464,1 m?.

Mintapélda, —

A Bermuda-haromszog egy titokzatos teriilet, mivel tobb hajé és }“}: .

repiil6gép tiint el ott sokdig megmagyarazhatatlan moédon. A harom- :?1'1 . ’ T

sz6g harom cstcsat a Bermuda-szigetek, Puerto Rico és Fort ' : | g g4 ;.f

Lauderdale alkotjik. Tudjuk a kbvetkezd tavolsagokat: N
Bermuda-szigetek—Puerto Rico: 1500 km, “) x‘_-‘:’f;‘v:kj f.
Bermuda-szigetek—Fort Lauderdale: 1510 km, \ ' :” ) :

N el

Puerto Rico—Fort Lauderdale: 1410 km. % b
Szamitsuk ki annak a haromszognek a teriiletét, melynek oldalai ezek a tdvolsagok, majd ha-

sonlitsuk dssze a térképészek altal megadott teriilettel, mely 704 000 km?.
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Megoldas:

Hasznaljuk a Héron-képletet: s = 1500+ 15210 1410 =2210.

T =+/2210-710-700-800 ~937388km”.

Ez er8sen eltér a ,,hivatalosan” megadott 704 000 km? értékt61! Mi lehet a magyarazat az elté-

résre?

A fenti képlettel egy sikidom teriiletét szamoltuk ki. Oldalai szakaszok. A valdsdgban a Ber-
muda-haromszog a foldgomb felszinén van, oldalai a fokorok egy-egy ive, vagyis valdjaban
egy gombharomszogrol van sz6. Egy gomb felszinének egy bizonyos részét kellene kiszdmi-
tani. A kiszamitashoz a térképészetben gyakran hasznédlatos gobmbharomszogtani ismeretekre
lenne sziikség. (A gdmbi haromszdgekrdl ugyan mar esett sz6 a korabbi osztalyokban, de ve-
liik kapcsolatos szdmolasi feladatokkal sem akkor, sem most nem foglalkozunk.) Sikmértani
modszerekkel tehat csak akkor szabad folddarabok teriiletét kiszamitani, ha a tavolsagok nem

tul nagyok, ugyanis ilyenkor a gdmbfelszin kicsiny darabja jol kozelithetd sikidommal.

Mintapélda;
Egy 1 méter atmérdjii korhenger alakti mély godor van a kertben, amit el kell keriteni. Ezt
harom darab, 6sszesen 6,2 m hosszl keritéssel oldjuk meg. Szamitsuk ki, mennyivel nagyobb

teriiletet keritettiink igy el, mintha négyzet alakban vettiik volna korbe a godrot!

Megoldas:

0,5m 0,5m

N

Elészor szamoljuk ki a négyzet teriiletét! Az 1 m atmérdjli kor koré 1 m oldalu négyzet
rajzolhat6. Ennek teriilete 1 m”.
A haromszdog teriiletének kiszamitasahoz latszolag kevés

az adatunk. Ha azonban egy kicsit tigyeskediink, elegen-

d6 lesz a teriilet kiszamitasahoz.

S . Lsx . . .. . A o B
Kosslik 0ssze a kor kdzéppontjat a haromszog harom

csucsaval. Ezek a szakaszok a haromszogiinket harom olyan haromszogre bontjak, me-

lyeknek az egyik magassaga koz0s: a haromszogbe irt kor sugara. Jeloljiik ezt r-rel.
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A haromszog teriilete kiszamithato a beirt kor sugara, valamint a keriilet segitségével

r-K
2

(s ismét a keriilet felét jelenti): T = % K = r-s

A korbekeritett teriilet tehat 7, =0,5- 6;

=155m? ez 0,55 m?rel nagyobb, mintha

négyzet alakban keritettiik volna korbe.

Mintapélda,

Egy keritéssel korbevett 940 m?-es haromszdg alaku teriiletrdl tudjuk, hogy két oldalan a keri-
tés hossza 40 és 50 méter. Meg tudjuk-e allapitani ezekbdl az adatokbol, hogy milyen hosszi
a kerités harmadik része?

Megoldas:

Latszolag egyszerti a dolgunk, van egy képletiink, amelynek segitségével két oldal és a
o . . L , . a-b-siny
teriilet ismeretében meghatarozhat6 a kdzbezart szog szinusza: 7, = Era— Legyen

most a és b oldal a két ismert keritéshossz, és szdmitsuk ki azt a szoget, amelyet ez a két
oldal bezar:

40-50-siny

940 = = siny=0,94.

Ez a szinuszérték azonban 0° és 180° kozott két szoget 1s meghataroz: y, = 70,05°, illet-
vey, =109,95°. Tehat a telek alakja nem egyértelmdi.

A teriiletbdl és a 40 méteres b oldalbdl kiszamithatjuk a haromszog b oldalhoz tartozo

magassagat: T=b.mb = mb=£=w=47_
2 b 40

B, B,
-~
v
C A

Elemi geometriai ismereteinkbdl tudjuk, hogy a haromszdg B csucsa rajta van azon az

egyenesen, amely parhuzamos az AC oldallal, és attdl 47 m tavolsdgra van. Mésrészt a

B cstcs illeszkedik a C kozépponti 50 méter sugaru korre. A koriv €s a parhuzamos
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egyenes két pontban metszi egymast, tehat két olyan haromszog is van, melynek két ol-
dala 40 és 50 méter, teriilete pedig 940 m?. Az abrabol és a szamitasbdl is latszik, hogy a
két lehetséges v szog 180°-ra egésziti ki egymast.
Szamitsuk ki mindkét esetben a harmadik oldal hosszat a koszinusztétel felhasznalasaval:
¢’ =40*+50* —2-40-50-c0s70,05° = ¢, ~52,3.
c22 =40 +50° —2-40-50-c0s109,95° = 40° + 50° +2-40-50-cos 70,05°
c, = 739.
A harmadik keritéselem tehat 52,3 méter, vagy 73,9 méter, igy a telek bekeritéséhez an-

nak alakjatol fliggden 142,3 m, illetve 164 m hosszu keritésre van sziikség.

Mintapélda;
Péter és Pal foldje haromszog alak. Meg akartak tudni, hogy mekkora a teriilete. Egyik sar-
kaba letliztek egy karot, a haromszog masik két csucsaba pedig Péter és Pal allt. Ez volt az
utcai oldal, tehat tudtdk, hogy a hossza 170 méter. Péter teodolittal megmérte, hogy Palt és a
kardt 74°-os szog alatt latja, Pal is megmérte, hogy 6 a Péter és a kar6 kozti oldalt 43°-0s szog
alatt latja. Szamitsuk ki a fold tertiletét!
Megoldas:
Most ismerjiik a haromszog egyik oldalat és a rajta fekvd két szoget. Ezek az adatok a
haromszoget egyértelmiien meghatarozzak. Legyen a haromszog 170 méteres oldala AB,
ekkor ha az 4 csucsban all Péter, tehat az o sz6g 74°-os lesz, Pal pedig a B cstucsban, igy
a 3 szog lesz 43°. .

Haa T, = a-b-% képletet akarjuk haszndlni, ki kell

szdmitanunk a haromszognek még egy oldalat. A 3

A szinusztétel segitségével kiszamithatjuk az AC oldalt: A 170 m B
AC _sinB
AB  siny’

A képletben szerepel a y szog, amit ki tudunk kiszamitani, mivel a hdromszog belsd szo-
geinek dsszege 180°.
y =180°—(a + ) =180° - (74° + 43°) = 63°.

sin 43°

Ezt behelyettesitve képletiinkbe: AC =170- ~~130,12 (m). Most mar ismerjik a

sin 63

haromszog két oldalat és a kozbezart szogét, a teriilet tehat:
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_AB-AC-sina. N 170-130,12 -sin 74°
2

Péter és Pal foldjének teriilete tehat 10 631,7 m>.

T ~10631,7.

Feladatok

— 1. A képen lathatdo pachworkben a minta kdzéppontosan W -

szimmetrikus. Szamitsd ki a legnagyobb teriiletii ha-

romszog keriiletét és teriiletét! (A kép 36 cm oldala
négyzet. A bal felsd haromszog jobb oldali cstcsa
harmadolja a négyzet oldalat.)

Mekkorak azok a szogek, melyek az dbra szimmetria-

kozéppontjaban keletkeznek?

2. Az ,elsObbségadas kotelez6” KRESZ tablat ugy készitik, hogy
elobb lefestik az egész tablat fehérre, majd a szélére 5 cm sz¢-
les piros csikot festenek. A tabla egyenldoldalli haromszog,

melynek oldala 60 cm. Szamitsd ki, 100 ilyen tabla lefestésé-

hez hany négyzetméterre valo fehér, illetve piros festéket kell

vasarolni!

— 3. Egy kozpark sarkébodl egy kertészeti aruda kihasit egy haromszog alaku teriiletet. Az
eredeti terv szerint keritésiik a saroktol az O utcan 80 méterig, az Uj utcan pedig 70 mé-
terig tart, de kiegyeznek abban is, ha a két utcafronton 75-75 méteres keritéstik lehet.
Mikor veszit kevesebb teriiletet a kozpark? (Tudjuk, hogy az O utca és az Uj utca
80°-os szdgben talalkozik.)

4. Milyen hosszl keritéssel lehet korbevenni azt a haromszog alaku kertet, melynek tertile-

te 2500 m?, két oldala pedig 80-80 méter?

5. Egy haromszog alaka kertecskérdl azt allitjak, egyik oldala 30 méter, teriilete 300 m?,
keriilete pedig 70 méter. Honnan tudjuk, hogy valamelyik adat téves? (Azaz mekkora
lesz egy olyan haromszég minimalis keriilete, melynek egyik oldala 30 méter, teriilete

pedig 300 m??)
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I11. Négyszogek

Egy négyszog egy atlgjaval mindig felbonthatd két haromszogre, igy a négyszog teriilete
mindig eléallithatd két haromszog teriiletének Osszegeként. Vannak olyan négyszogek, me-
lyek teriiletének kiszamitasara ismeriink egyszeriibb modszert is.

Foglaljuk 6ssze, milyen képleteket ismertiink meg a négyszogek teriiletének kiszamitasara!

Trapéz teriilete:

a+c
T;rapéz = 2 ’

m

ahol a és c a két parhuzamos oldal hossza, m a trapéz magassaga. Mivel a paralelogramma, a

rombusz, a téglalap és a négyzet mind trapéz, ezzel a képlettel ezek teriiletei is szamolhatok.

Paralelogramma teriilete:

=a-m,=b-m,

paralelogramma

T;’aralelogmmma =a- b - S1In 'Y
e- f-sing
paralelogramma — T

ahol a, b a paralelogramma oldalai, m a magassaga, e, f az atloi, y az a, b oldalak altal bezart
sz0g, ¢ pedig az atlok altal bezart szog.
Mivel a rombusz, a téglalap €s a négyzet is paralelogramma, ezekkel a képletekkel ezek terti-

letei is szdmolhatdk. Specialisan

T

téglalap =

a-b T =q’

négyzet

Deltoid teriilete:

T::leltoid =

e f
2

ahol e, f'a deltoid atloi.
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Erinténégyszog teriilete:

K-r
T érinténégyszég = >
ahol K a négyszog kertilete, » a beirt kor sugara.
Altalanos négyszog teriilete:
_e-f-sing
négyszég T

Ezzel a képlettel barmely négyszog teriiletét meghatarozhatjuk, ha ismerjiikk a négyszog atloit

(e, f) és az 4tlok altal bezart ¢ szoget.

Mintapéldag

Egy husfeldolgoz6 lizem egyik munkapadjat véddfestékkel kell bevonni. A feliilet paralelog-
ramma alaku, 60 cm széles pallobol vagtak ki, hosszabb oldala 250 cm.

Elegendo lesz-e 1 doboz, 1 m? lefestésére alkalmas festéket vasarolni?

Megoldas:

40 cm

240 cm

A paralelogramma teriilete 7, =240-40 cm® =9600 cm® = 0,96 m”.

aralelogramma

Tehat sziiken, de elég lesz egy doboz festéket megvasarolni.

Mintapélda;

A husvéti nyuszinak a kertben ugy valasztottunk le teriiletet, hogy egy régi w

k. |
A

P

gyerekjaroka racsat hasznaltuk fel hozza. A jardka eredetileg téglalap ala-
pu volt, de mar nincs meg az alja, ami megtartana a derékszoget. A racs
hosszabb oldala 150 cm, a rovidebb 100 cm. Mekkora teriiletet valasztot-
tunk le a nyuszinak, ha a kert egy olyan sarkaba illesztettiik be a jarokat,

ahol a két kerités 70°-os szdget zar be?
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Megoldas:
Ha a jaroka alapja eredetileg téglalap volt, szemkdzti oldalai egyenldk lesznek, csak a
derékszog nem biztositott, igy paralelogramma teriiletét kell kiszdmitanunk. Ha a jarokat
olyan keritésrészhez allitottuk, ahol a bezart szog 70°, akkor a paralelogrammank két
szomszédos oldala altal bezart szog is 70° lesz, igy a jardka aljanak tertilete

T =100-150-sin70° ~ 14095 cm” , azaz majdnem masfél négyzetméter a levalasztott te-

rilet.

Mintapéldag

Egy kertészeti vallalat azt a feladatot kapta, hogy egy négyszog alakt parkban a két atlo6 men-
tén sétalo utat 1étesitsen. A kert alaprajzat nem taldljak, de az eddigi munkaélatok leirasabol
kideriil, hogy a parknak 2-2 oldala egyenlé 200-200, illetve 180-180 méteres, és az odaszalli-
tott fllmag mennyisége alapjan a teriilete 30 000 m>.

Meg tudjuk-e mondani, hogy milyen hosszak az 4tlok?

Megoldas:
Ha a négyszognek két-két oldala egyenld hosszu, akkor a négyszog vagy paralelogram-
ma, vagy deltoid.
Az egyik atloja mindkét esetben két egybevagd haromszogre bontja, ezek teriilete a

200-180-siny

négyszog teriiletének fele, tehat 7, ., = T},,, =15000 =

D N

b L

A v sz0g a paralelogrammaban az ADC szdg, a deltoidban pedig a KNM szog. Fenti kép-
letbdl y-ra két érték adodik: siny = 0,83333 = y, = 56,44° vagy y, =123,56°. Ez a pa-
ralelogrammanal nem ad két 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast, hiszen az ACD és BDC
haromszogeknek azonos a teriiletiik (mindkettd teriilete a paralelogramma teriiletének
fele), és két oldaluk is azonos hosszsagu.

A deltoidndl azonban két 1ényegesen kiilonb6z0 megoldast kapunk. Ha az N pontnal

tompaszdg van, akkor mindenképpen konvex deltoidhoz jutunk, tehat y, =123,56°-kal

szamolva szamitsuk ki az AC, illetve KM atlé hosszat koszinusztétel felhasznalasaval:
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AC =KM = \/2002 +180° —2-200-180- cos123,56° ~ 334,97 m.

A paralelogramma masik atlgjat megkapjuk, ha y = 56,44°-kal szamolunk:

DB = \/2002 +180% —2-200-180 - cos 56,44° ~ 180,55 m.

Ha az N pontndl hegyesszog van, akkor 180,55 m lesz a deltoid szimmetriatengelye is.
Ilyenkor el6fordulhat, hogy a deltoid konkéav lesz. Feladatunknak azonban ez nem meg-
oldasa, hiszen akkor nem a parkon halad 4t a mésik sétany. Ha a KMN haromszdgben
K-ndl vagy M-nél tompaszdg van, akkor a deltoid konkav. Tompaszog a haromszdgben
csak a legnagyobb oldallal szemben lehet, tehat vizsgaljuk meg, hogy a KMN harom-
szogben milyen szdg van a 200 méteres oldallal szemben. A legnagyobb oldallal szem-
ben akkor van tompaszog, ha a masik két oldal négyzetének Osszege kisebb, mint a leg-
nagyobb oldal négyzete. 40000 = 200> < 180> +180,55% ~ 64998, tehat a masik forma-
ju deltoid is konvex.

Szamitsuk most ki a deltoidok masik atlojat! Ha a deltoid egyik atloja (a szimmetriaten-

gely) e, =334,97, akkor a KMN haromszdgben ehhez az oldalhoz tartoz6 magassag a

334,97-£
masik 4atlo fele lesz. Ezt a teriiletképletbe helyettesitve: 72:15000, ebbdl

megkapjuk a masik atl6 hosszat: f, ~179,12. Hasonloan, a teriiletképletbe helyettesitve
az e, = 180,55 érteket, megkapjuk, hogy f, =332,32.
A két sétaut hossza tehat koriilbeliil 335 m és 180,5 méter, ha a park paralelogramma

alaku. Deltoid alakt park esetén két lehetdség is van: a két sétaut hossza kortlbeliil

335 m¢és 179 m, vagy 180 m és 332 méteres.

Mintapélda,

Egy szabalytalan négyszog alapu szoba parkettazasaért kell

fizetniink. Megmértiik a négy fal hosszat: 4B = 5,3 m,
BC=5m,CD =49 més DA =5,2 m. Sajnos ezek az ada-
tok nem elegenddek a teriilet kiszamitasahoz, hiszen nem
hatarozzak meg egyértelmiien sem a szoba alakjat, de még
a tertiletét sem. (Gondoljunk az 6sszecsukodo jarokara!) Ha

csak mérdészalagunk van, hogyan segithetiink magunkon,

hogy mégis ki tudjuk szdmitani a szoba alapteriiletét?
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Megoldas:
Ha megmérjiik a szoba egyik atlojat, két egyértelmiien meghatarozott haromszégre bon-
tottuk a szobat. Ezek teriiletének 0sszege megadja a szoba teriiletét. Tegytik fel, hogy

mérésiink eredménye is megvan mar, AC = 7,1 m. Az ABC haromszog terlilete a Héron-

képlet segitségével:
71+53+5
5= — =87;

Tope =+/87-(87-71)-(8,7-53)-(8,7-5) ~13,23m>.
Az ACD héaromszog teriilete pedig:

o 52+49+71
=T

8,6; Tyep =/8,6-(8,6-5,2)-(8,6-4.9)-(8,6-7,1) ~12,74m”.

A két haromszog teriiletét 0sszeadjuk. A szoba alapteriilete tehat 25,97 m? = 26 m?.

Mintapélda;,
Az abran lathaté deltoid alakt sarkany két oldala 40 és 60 cm, a benne

levé kor sugara pedig 30 cm. Hany négyzetcentiméter pauszpapirt

hasznaltunk fel az elkészitéséhez? (5% veszteséggel szamol;j!)

Megoldas:
Ez a sarkany — mint minden deltoid — érinténégyszog, hiszen a szem-
kozti oldalak 6sszege egyenld. Az érintdnégyszog teriilete kiszamithato

K-r

al= képlettel, igy a sarkany keriilete:

K =2-(40+60) =200 cm, a teriilete

~30-200

T =3000 cm”. Ennek 5%-kal megndvelt értéke, azaz 3150 cm? pauszpapir sziik-

séges a sarkanyhoz.
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Feladatok

— 6. Forgalomtol elzart teriiletet jelol ez a
csikozas. A csikok jelolt szélessége
8 cm. 1 m? feliilet befestésére vasarolt
festékkel elkészithetd-e ez a csikozas?

Ha maradna festék, akkor lehetne-e egy

i

8 cm széles savot még korbe festeni?

faYaYa¥
\VAY)

=7 7. A fotén lathato falikép oldala 1 m, a hatszog oldala 40 cm.
A csikminta szélessége 5 cm. Hany négyzetcentiméter kék

szinll alapanyagot hasznaltak fel hozza?

ot

i

\R/

e o, N

120

bigcheryuwhn

— 8. Amikor legutdbb kitort az ajtd legkisebb ablaka, az live-
gesnél 600 Ft-ot fizettiink. Tudjuk, hogy az arak egyene-
sen ardnyosak az livegtabla terliletének méretével. Meny-
nyit fogunk most fizetni, amikor a legnagyobb ablak t6-
rott ki? A legkisebb ablak méretei: 15 cm széles és
25 cm magas, a legnagyobb (trapéz alak(l) ablak leghosz-
szabb oldala 200 cm, a trapéz vizszintes oldala 38 cm,

hegyesszoge pedig 40°.
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IV. Szabalyos sokszogek

Egy sokszdget akkor neveziink szabalyosnak, ha minden oldala és szoge egyenld.

Mintapélda,,
Egy négyzet alaku terit kozepén szabalyos hatszog van, melynek

oldala 40 cm. Szamitsd ki a hatszogminta teriiletét!

Megoldas:

30°

A T20em B
A 40cm B

A hatszog szimmetriatengelyeinek metszéspontjabol a csucsokhoz huzott szakaszok a
hatszoget hat egybevagd szabalyos haromszdgre bontjak. Egy ilyen kis haromszog terii-
letének meghatarozasahoz sziikségiink van az OT magassagra is, ezt tangens szogfligg-

vénnyel hatarozzuk meg:

w30°=22 or=—20 _20_15.53
or tg30° |1

NE]

fgy méar minden adatunk megvan a hatszog teriiletének meghatdrozasihoz:

6. 30" 2;'6 —2400-+/3 ~4157cm?.

hatszog =
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Mintapélda,,

Kor alakt, 3 méter atmérdju felfijhatdo medencénk ala akarunk (a lehetd legkisebb) szabalyos
12 szog alakt betonalapot késziteni Gigy, hogy a medence sz¢1€t6] mindenhol legalabb fél mé-
ter szélesen beton legyen. Milyen hosszu legyen ennek a tizenkétszognek egy oldala, és mek-

kora teriiletet fediink le vele?

Megoldas:
Fogalmazzuk meg a feladatot méasképpen: Adott
egy szabalyos 12-sz6g, ami érinti a medence
minden oldalat. Ha ezt a tizenkétszoget a kor ko-
zéppontjabol ugy nagyitjuk ki, hogy a két szem-
kozti érintési pont tavolsdga az eredeti méretnél
2-szer 50 cm-rel nagyobb legyen, akkor megkap-

juk a feladatban kivant tizenkétszoget.

Mekkora az a tizenkétszog, amely érinti ezt a

kort?

Ha a kor kozéppontjat a tizenkétszog cstcsaival
Osszekotjiik, olyan 12 egybevagd egyenldszaru haromszoget kapunk, melynek szarszoge

360 =30°. A haromszognek az alaphoz tartoz6 magassaga a kor sugara lesz. A na-

gyobb tizenkétszognél ugyanez az adat 0,5 méterrel hosszabb:

R=15+05=2. A nagyobbik sokszog oldalanak kiszamitasdhoz

az OPQ egyenlOszari haromszoget hasznaljuk:

a

a
tglS°===——=— = a=4-tgl5°~1,07.
& 2-2 4 8

= SRR

Tehat a medencét alulrdl védo betonsokszog oldalai koriilbeliil

107 cm hosszuak legyenek.

A beton teriiletét megkapjuk, ha a 12 egyenldszara haromszog teriiletét 6sszeadjuk:

107-200 _ 128400cm’ =12,8m”>.
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Feladatok

=7 9. A rajzon egy parkettazast latsz, azaz a sikot hézagmentesen
lefedték szabalyos sokszogekkel. A tizenkétszog oldala
12 cm. Mekkora a rajzon lathato tobbi szabalyos sikidom £

tertilete?

- 10. A képen lathaté homokoz6 készen kaphato. Szabalyos nyolc- .
sz0g alakq, és ugy hirdetik, hogy 35 m? teriiletli. Mekkora lehet a L

leghosszabb atloja? A szamitas elvégzése eldtt becsiild meg az |

eredményt!

— 11. Szamitsd ki annak az n oldala szabalyos sokszognek az oldalat, amely érinti az 1 m
sugart kort! a)n=73; b)n=4;
c)n==,; d)yn=12.
Hény szédzaléka lesz a sokszOg kertlilete a kor keriiletének? Hany szézaléka lesz a sok-

sz0g teriilete a kor teriiletének? Hogyan valtoznak ezek az aranyok?

— 12. Szamitsd ki annak az n oldala szabalyos sokszognek a teriiletét, amelynek csucsai az
1 m sugaru korén vannak! Szamitsd ki, hany szazaléka ez a kor teriiletének! Hogyan
valtozik ez az arany? a)n=3; b)n=4;

c)n=2,8; d)yn=12.
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V. KOr és részei

Foglaljuk 6ssze, milyen képleteket ismertiink meg a korre és a kor részeire vonatkozdan.

Kor:

K. =2rn T. =r’n

kor

kor

ahol r a kor sugara, n~3,14159 éllando. (Hasznaljuk 3,14 helyett a szamologépben tarolt ©

értéket!)

Korcikk:

; 2
Lr rmo
Tké‘"Cikk - 2 Tkﬁrcikk = 3600

ahol r a kor sugara, i a korcikk ivhossza, o a korcikk kdzépponti szdge.

Korgyiiri:

Kisrgyir™ 2R+ 2rm = 21t(R +7) Txorgyira= R°m—1’m = (R2 - 1’2)1'E

ahol R a kiilso, r a bels6 kor sugara.

Korszelet:

ir—h(r—m)
2

1 korszelet =

ahol / a hatarol6 hur hossza, i a korszelet ivhossza, » a kor sugara, m a korszelet magassaga.

Mintapélda,;
A 8 méter atméréji szokokut mellé 2 méter széles jardat terveznek diszburkolattal. Hany

négyzetmétert kell burkolni? A jarda két oldala szegélykdvekkel van hatarolva. Hany folyd-

méternyi szegélykovet kell a helyszinre vinni?

Megoldas:
A jérda feliilete korgytrii alaka. Tertiletét megkapjuk, ha a kiils6 kor tertiletébdl levon-
juk a bels6 kor teriiletét: 7 = (102 -8’ ) 7 ~113,1m?>.
Amikor a szegélykdvek mennyiségére vagyunk kivancsiak, a korgytri keriiletét kell ki-

szdmitanunk, az pedig — értelemszeriien — a kiils6 és belsd korok keriiletének Gsszege:

K=2-(10+8)-7~113Im lesz
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Mintapélda,,
Szamitsd ki, hogy az ajtd feliiletének hany szazaléka iiveg? Méretek: Az ajto ”__\ |
sz¢lessége 91 cm, magassaga: 204 cm. Egy téglalap alaku livegtabla szélessé-

ge 17 cm, magassaga 34 cm. Két — vizszintesen egymas melletti — {ivegtabla ¢
tavolsaga 33 cm. Két ablakot elvalaszto 1éc szélessége 8 cm.

Megoldas:

. .
!
..

Szamoljuk ki el8szor az egész ajto feliiletét:

T. =91-204=18564 cm?.

ajto
A téglalap alaku ablakokbdl 6 van, teriiletiik egyiittesen:

6-T =6-17-34 =3468cm>.

téglalap
A két felsé ablak korgytriicikk formaji, de mégsem az, hiszen a kozépsé 1éc oldalai
nem sugar iranyuak. Nem csalunk sokat, ha a két fels6 ablak egyiittes teriiletét ugy sza-
moljuk ki, hogy egy fél korgytirti teriiletébdl egy 8 cm széles, 17 cm magas téglalap te-
riiletét vonjuk le. Az elvélaszto 1éc itt valdjdban nem téglalap, de teriilete csak kevéssel
kiilonbozik a szamitott téglalapétol. A korgytirink belsé atméréje akkora, mint két
szomszédos ablaktabla tavolsaga, azaz 2r = 33 cm, a kiilsé kor atmérdjét pedig ugy kap-
juk meg, hogy a szomszédos ablaktablak tdvolsagahoz hozzaadjuk két téglalap alaku ab-
lak szélességét: 2R =33+2-17 =67 cm.

2 2
A fél korgytir(i teriilete tehat %[(6?7) - (?) J'ﬂ' ~ 1335 cm’.

Ebbdl még ki kell vonni az elvélaszto ,.téglalap” teriiletét:

T =1335-8-17=1199 cm”.

felsé iiveg

Az 6sszes iivegfeliilet tehdt 7, = 3468 +1199 = 4667 cm’. Ezt elosztva az egész ajto

iiveg

4667
teriiletével, megkapjuk, ho
SRAPITS MO8Y 8564

~ 0,251 az egész ajtd 25%-a iiveg.
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Mintapéldas

Ezt a formaju ajtot meg lehet rendelni Ggy is, hogy a ko- 70cm
z€ps0, liveges rész helyett fatablat helyeznek be. 1 m? T4cm j

(1 cm vastag) fa tomege 6600 g-mal kdnnyebb, mint 1 m?

(0,4 cm vastag) livegé. Mennyivel nehezebb az iiveges

ajto a csupa fa ajtonal? Méretek: fiiggdleges nyil: 150 cm,

vizszintesen mért tavolsagok: 70 cm és 14 cm.
Megoldas:
A vélaszadéashoz ki kell szadmitanunk az ablakok teriiletét.

Az ablakok teriiletét tigy a legegyszeribb megkapni, ha a

150 cm magas és 70 cm széles téglalap teriiletébdl kivon-

juk a két korszelet tertiletét.

A teriilet meghatarozasahoz sziikséges adatok koziil nekiink csak a

1
har hossza adott (2 = 150 cm). A korszelet magassaga igen egysze- ﬂ \
7014 h
2 /

riien kiszamithato: (m = =28 cm). Az abran lathat6é derék-

sz0gli haromszogbdl r Pitagorasz tételével kiszamithato:

I
75° + (28 — )’ = r*. Elvégezve a négyzetreemelést, majd kifejezve /
28
6409 75
r-et, r = ~114,45 cm.

Az iv hosszanak kiszamitasahoz derékszogl haromszogiinkbdl ki-

szamitjuk az iv kozépponti szogének felét: sin % = 75 - %o 40,94°, o =81,89°.
2 114,45 2

, , v . ., I o .
Az iv hossza egyenesen aranyos a kozépponti sz0g nagysagaval, 2— = W , jelen esetben
rz

. 81389°

i= -2-11445- 7 ~163,58cm.
360°

Most mar semmi akadalya, hogy hasznaljuk a képletet:

 163,58-114,45-150- (114,45 - 28)

D 5 ~ 2877,12 cm” . Az ajton két kdrszelet van, tehat

T. =2-287712=575424 ¢cm® = 0,575424 m°.

liveg
Mivel egy négyzetméter liveg 6600 g-mal nehezebb egy négyzetméter fanal, ezért az liveges

ajto 0,575424-6600 = 3797,8 g-mal, azaz 3,8 kg-mal nehezebb, mint a faajto.
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Feladatok

— 13. A képen lathat6 legyez6 hossza 6sszecsukva 16 cm. Ha a lehetd leg-
jobban széthuzzuk, a kdzépponti sz6g 200°. Szamitsd ki, mekkora te-
rlleti feliilettel tudunk legyezni, ha a legyez6t csak 60°-osra, félkor-
re, vagy teljesen kinyitjuk!

— 14. Az abran lathatd 1 méter atmérdjl teritd korcikkeit sze-
retnénk kiszabni. A szalirany miatt, és mert nem lehet
tetszélegesen széles anyagot kapni, igy szabjuk ki a da-

rabokat egy 70 cm széles, 1 m hossza anyagbol. Sza-

mitsd ki, hany szazalé¢k lesz a hulladék a korcikkek ki- l

szabasakor!

T 15. Adam és Zoltan ablakok és ajtok iivegfeliiletének

3
§
)

lemosasat vallalta. Adam a két bejarati ajtot és a

kerek ablakot, Zoltan pedig a nagyobbfajta abla-

LJ___:

kot mosta le. Melyikiik dolgozott tobbet? (Egy-

0 f Y 1
egy ablakon belill a 1éceket ne vegyiik figyelem- = B;[ -_L j ]
be. ) Méretek: '

Az ajtdkon a félkorok szélessége 63 cm, a bal oldali ajton a fa félkor atmérdje 13 cm.
A kor alaku ablak atmérdje 60 cm, a nagy ablak szélessége 80 cm, magassaga kozé-

pen 120 cm.

7 16. Szamitsd ki, a ,,megallni tilos” tablan mekkora a pirossal és
kékkel festett teriiletek aranya! (A tabla &tmérdje 60 cm, a piros

vonalak vastagsaga 5 cm.)
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T 17. Bgy 5, egy 20 és egy 100 Ft-os érmét az abran lathaté mo-
don szorosan egymas mellé rakunk. Mekkora lesz az alta-
luk kozrezart teriilet? Az érmék atmérdje

21 mm, 26 mm ¢s 24 mm.

— 18. A bal oldali teriton a sotét teriilet 350 cm?,
a jobb oldalin pedig 1650 cm?. Mekkora a

jobb oldali abran a két kor teriilete?

(A két teritén a korok sugara ugyanakko-

ra.)
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VI. Hasonlo6 sikidomok keriilete és teriilete

Ha két sikidom hasonl6, akkor keriiletiik aranya megegyezik hasonldsaguk aranyaval, teriile-
tiik aranya pedig a hasonlésaguk aranyanak négyzetével

egyezik meg.

Mintapélda Q Q
Egy 6voda tiizfalat lefestették fehérre, majd az alabbi O Q Q

tervek alapjan diszitik nagy kék és kis rézsaszin fel-
hokkel. A kék felhok festésével mar készen vannak, 10

doboz festék fogyott. Hany doboz rézsaszin festéket Q

vasaroljanak? (Tudjuk, hogy a kicsi felhok szélessége Q Q
pontosan a fele a nagy felhdkének.)

Megoldas:

A kék és rozsaszin felhok hasonlo sikidomok. Ha a kék felhd szélessége kétszerese a ro-

zsaszin megfeleld szakaszanak, akkor a hasonlosag aranya 1:2. Ilyenkor a teriiletek ara-
nya 1:4, tehat egy rdzsaszin felhd teriilete negyedakkora, mint egy kék felhoé.
Ha 8 kék felhd festéséhez 10 doboz festék kell, akkor 10 doboz festék 4-8 =32 rdzsa-

szin felhd befestésére elegendd. Azaz 1 rézsaszin felhd befestéséhez ;—(2) = % doboz fes-

ték kell, 10 rozsaszin felho befestéséhez 10 - % = 3,125 doboz festék kell, tehat 4 dobozt

kell megvésarolnunk.



100 MATEMATIKA ,A” * 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

Mintapélda,,
Olvassuk le a térképrol a megfeleld adatokat, majd szamitsuk ki, mekkora az Orczy-kert terii-

lete, és milyen hosszu kerités hatarolja!

// JU @@’Jﬁ“ﬂ\ 4
<

Jﬁiﬁ iy S \f/ m"}@?ﬂw‘

&VJ t\\ A
,/:F si"/ ﬁ}gf\x“‘% \iv/ ““‘1'
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G X, ,m‘\ \jf’)
f} /;\3:;3 Sy, {
% (f;/ ““&%ﬂ \wr M \\\,\{ yﬁy;ﬂ»&a
VN A/ “““k// Ay "“G?ﬁb A\ g

425 m

Gyakran hasznos, hogy egy tobb 1épésbdl megoldandd feladat kiszamitasa el6tt megoldasi
tervet készitiink. Ebben a feladatban bemutatjuk ezt a modszert.

Megoldas:

Terv: 1) Mérjiik le a térképen a négyszog sziikséges adatait; 2) Szamitsuk ki a térképen

levd sikidom teriiletét; 3) A mért adat és a skala dsszehasonlitdsaval allapitsuk meg a

hasonldsag aranyat; 4) Hatarozzuk meg a valds kertiletet és tertiletet.

Szamitas:

1) Legyen az Ull&i ut felé esd oldal a négyszdg 4B oldala. 4B = 58 mm, BC = 36 mm,
CD =61 mm és DA =71 mm. Mivel ez altalanos négyszog, még legalabb egy adatat
le kell mérniink: AC = 83 mm.

2) Tpep =T 5 +Tep, - A Héron-képletettel szamoljuk ki az ABC haromszog és a CDA

haromszog teriiletét: s = &?83 =885, igy

T s =+/88,5-(88,5—58)-(88,5-36)-(88,5—83) ~ 882,84 (mm”).

Hasonloan CDA haromszog teriiletére: s = @ =107,5 igy

T.ps =+/107,5-(107,5-61)-(107,5-71)-(107,5—83) = 2114,27 (mm?).
T pep = 882,84 +2114,27 =2997,11 (mm®).
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3) A térkép alatti 1éptékrol leolvashatd, hogy az dbran 47 mm felel meg a valdosagban

425 méternek, igy a hasonldsag aranya ,azaz 1:9042,5.

A valodi keriilet a mért keriiletnek 9 042,5-szerese, azaz
K =9042,5-(0,058+0,036 + 0,061+ 0,071) ~ 2043 (m).
4) A valddi teriilet a térképi teriiletnek 9042,5%-szerese.
T pep =2997,11mm?* =0,00299711(m?), tehét a park teriilete

T, =9042,5%-0,00299711m* ~ 245063 m’.

Feladatok

19. A romai Pantheonrél mindenhol megemlitik,
hogy magassaga ugyanakkora, mint a kor ala-

ka féhajo atmérdje, azaz 43,5 m. Mérd meg az

alaprajzon szereplé méreteket, majd allapitsd
meg az alaprajz és az eredeti épiilet méretei-
nek ardnyat!

Szamitsd ki az épiilet alapteriiletét!

— 20. Egy termékkatalégusban a kdzaton hasznalatos STOP-tabla méretét
60 cm-esnek adjak meg, az iskolai kozlekedési parkokban hasznélato-

sakét pedig 30 cm-esnek. Nem kozlik, hogy ez a leghosszabb 4tl6 mé-

rete, vagy a tabla vizszintes legnagyobb kiterjedéséé.

a) Szamitsd ki mindkét esetben a kozuti kozlekedésben haszndlatos STOP-tabla terti-
letét.

b) Ha egy adag piros festékkel a kozuton hasznalatos tablak koziil 20-at tudunk befes-

teni, akkor hany tablara elegend6 ez az iskolai parkban hasznalatosak koziil?
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Kislexikon
A haromszog keriilete és teriilete: K, =a+b+c.

TAza-mazb-mbzc-mc . b

2 2 2
- _a-b-siny b-c-sina_a-c-sinf My m
: 2 2 2 Ma
TA=\/S (s—a)-(s=b)-(s—c), a
ahol s a haromszog keriiletének fele, azaz s = %b-i—c
K-r .. , .. e . ..

T, = 5 =s-r, ahol K a keriilete, r a haromszogbe irt kor sugara, s pedig a keriilet fele.
A négyzet keriilete és teriilete: K, =4a; T e =4
A téglalap Keriilete és teriilete: XK, =2- (a + b); Tsgtatay = @b

A trapéz keriilete és teriilete: K =a+b+c+d;

trapéz

_a+c

trapéz

-m , ahol a és c a két parhuzamos oldal hossza, m pedig a trapéz magassaga.

A paralelogramma kertilete és teriilete: K =2-(a+b).

paralelog ramma
Tparalelogramma =a-m, = b- my, .
Tparatelogramma = @ -b-siny , ahol y az a és b hosszisagu oldalak bezart szoge.

e- f-sin . oy . , N
Tyaratelogramma = % , ahol e és fa két atlo hossza, ¢ az altaluk bezart szog.
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A rombusz Keriilete és teriilete: K =4a;

e f

= ahol e és f'a két atl6 hossza.

rombusz rombusz — a-m.

rombusz

T

rombusz

=a’ -sina , ahol o a rombusz egyik szoge.

A deltoid keriilete és teriilete: K, ., =2-(a+b);

e . Ry
T oroia = Tf ahol e és f'a két 4tl6 hossza.

r-K
>

Az érinténégyszog teriilete: 7,

érint & négyszog

:%-(a+b+c+d):

Barmely konvex négyszog teriilete:

_e S sing 'ZS’” P ahol e és fa két 4t16 hossza, és @ az 4ltaluk bezart szog.

négyszég






4. MODUL

Készitette: Vidra Gabor
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I. A hasab

A lakasban szeretnénk atalakitdsokat végezni: 10 falat emelni gipszkartonbol, légkon-
dicionaldt beszereltetni, a falat lefestetni. Csupa olyan probléma, amelynek megoldasdhoz
alapvetd térgeometriai ismeretekre van sziikség: a festék mennyiségének meghatarozasahoz
teriiletet, felszint kell szdmolni, a megfeleld hiitérendszer kivalasztasahoz pedig ismerniink

kell a helyiség térfogatat.

A test térfogata annak a térrésznek a mértéke, amelyet a test feliilete hatarol. A térfogatot

mindig valamilyen térfogategységhez hasonlitjuk, amely az egységélii kocka térfogata.

A test felszine a testet hatarol6 feliilet tertilete. Siklapokkal hatarolt testek esetén a hatarold

lapok teriiletének Osszege.

Poliédernek neveziink egy testet, ha azt véges sok sokszdglap hatarolja. A poliéder konvex,
ha barmely két pontjanak 6sszekotd szakaszat is tartalmazza.

Minden konvex poliéderre teljesiil Euler tétele: |+c=e+2, azaz: lapok + cstucsok
szdma = ¢élek szdma + 2. A poliéder szabalyos, ha élei, élszdgei és lapszogei egyenlok.
Osszesen &t ilyen test van: tetraéder (4 lap), hexaéder (kocka; 6 lap), oktaéder (8 lap),
dodekaéder (12 lap), ikozaéder (20 lap).

ARG ®

A kozépiskolaban leggyakrabban a poliéderek koziil a hasdbokkal, guldkkal és csonka-

guldkkal foglalkozunk. A test haldja poliéderek esetén az a sokszdglap, amelyet ha egy
siklapbol kivagunk, akkor sszehajtogathato beldle a test feliilete.

Adott az alapsikon egy sokszog (alaplap) és egy egyenes, amely az alapsikkal nem
parhuzamos. Ha a sokszdg minden pontjan keresztiil parhuzamost htizunk az adott egyenessel,
hasabfeliiletet kapunk. Ezt elmetssziik egy, az alapsikkal parhuzamos sikkal (feddlap). Az igy
keletkezd korlatos (zart) térrészt nevezziik hasabnak. Egyenes hasabot kapunk, ha az adott
egyenes merdleges az alapsikra. Az oldallapokat egylitt palastnak nevezziik. Az alaplap és a

feddlap sikjanak tavolsaga adja a hasab magassagat.
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Hasab Egyenes hasab

A hasab térfogata: V = alapterilet - testmagassag,

felszine: A = 2-alapterllet + a palast terllete.

A térfogat és felszinképletek bizonyithato allitdsok. Specialis hasabok a téglatest és a kocka.
e A kocka térfogata: V = &, felszine A = 6a® (a a kocka élhossza).
o A téglatest térfogata V = abc, felszine A = 2 (ab + bc + ac) (a, b és ¢ a téglatest egy

csucsabol kiindulo éleinek hossza).

Mintapélda,

Az abréan lathato prizma egy fényképezdgép alkatrésze. Négy darab
téglalap hatarolja, amelyek koziil a szomszédosak egy-egy oldala
k6zos €s 4 cm hosszu, valamint két szimmetrikus trapéz, amelyek
alapjai 4 cm és 2 cm, magassaga 2 cm. A két trapéz sikja merdleges a
prizma alap és fedOlapjara. Szamitsuk ki a prizma felszinét és a térfogatat!
Megoldas:

A felszin kiszamitasdhoz

szlikségiink van a trapéz szarara:

c=v22+1"=4/5.

A test halgjat felrajzolva lathatok a

testet hatarolé sikidomok. A
felszin ezek teriiletének 0sszege:

A:4.(2\/§+2+4)+2L24-2=30+8\/§z47,9 cm’.

A térfogat kiszamitasahoz felhasznaljuk, hogy a test egy trapéz alapu egyenes hasab, az
2+4

alapteriilet a trapéz teriilete: T :T-2z6cm2, a testmagassaig M = 4 cm, igy a

térfogat: V=T -M =24 cm’ .
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Mintapélda,
Egy négyzet alapti ferde hasab két oldallapja téglalap, masik két oldallapja olyan
paralelogramma, melynek egyik szoge 60°. Mekkora a hasab térfogata ¢és felszine, ha az
alapél hossza 14 cm, az oldalél hossza 20 cm?
Megoldas:

Abrat készitiink, és rairjuk a megfelelé adatokat. Az |

alapteriilet T =14% =196 (cm?). : m
Az egyik alapél és az oldalél altal alkotott derékszogl A

haromszogbdl szdmithatd a testmagassag, amely ebben az esetben az egyik oldallap
magassaga is egyben: sin 60° = % , ahonnan m=20-sin60°~17,32(cm).
A térfogat V =T -m~3394,7 cm’.

A felszin kiszamitasahoz minden adatot ismerunk:

A=2-(14>+20-14+14-17,32) ~1436,96 cm’ .

Feladatok

— 1. Mekkora az a alapélii, b oldalélii négyzetes oszlop a térfogata és felszine, ha
a)a=12cm, b=2 dm; b)a=24cm,b=35mm; c¢)a=400mm,b =4 dm;
d)a=55mm, b=0,3 dm.

T 2. Egy négyzetes oszlop magassidga haromszorosa az alapélnek. Toltsd ki a tablazat

hianyzo részeit!

alapél térfogat felszin
a) 6 cm
b) 4,6 dm
c) 686 cm’
d) 46,875 m’°
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— 3. Egy épitkezéshez 32 darab, négyzetes oszlop alapti gerendat hasznalnak fel. A gerenda
keresztmetszete 10,5 cmx10,5 cm, hosszuk egységesen 8,4 m.
a) Hany m’ a gerendak térfogata 6sszesen?
b) A gerendékat olyan feliiletkezeld anyaggal vonjak be, amelynek kiadossaga

10 m?/liter. Hany liter vegyszerre van sziikség?

— 4. Szamitsd ki az egyenl0szari haromszog alapt hasab térfogatat és felszinét, ha az alaplap

alapja 50 cm, szérai 45 cm hossztak, és a hasdb magassaga 70 cm!

5. Az iizletben 750 ml-es utantoltében is aruljak a folyékony szappant. Van egy hasab
alaku tartonk, amelynek alaplapja egy 6 cm és 12 cm alapu, 7,2 cm szara trapéz, a test-
magassaga 18 cm, ¢€s a tartd térfogatabol 85% a tartaly. Betdlthet6-e ebbe a szappan-

tartoba a vasarolt folyékony szappan?

— 6. Az aldbbi lakas szobaiba és konyhajaba szeretnének

klimaberendezést vasarolni. A lakas magassaga 2,8 méter.

Becsiiljiik meg, mekkora teljesitményli berendezéseket vasa-

roljanak az egyes helyiségekbe! Atlagosan 35 W/m’ telje-

sitményegységgel szamolhatunk.

Megjegyzés: A kapott érték valdban becslés, mert a kivant
teljesitmény filigg a helyiség hasznalatanak jellegétdl, a
benne tartozkodd személyek szamatol, a burkolofeliiletek
anyagatol, a tajolastol stb.

- 7. Egy 9 cm oldalhossztsagu kocka sarkaibol levagunk egy-
egy 3 cm oldaléli kockat az dbra szerint. Mekkora a meg-

marado6 rész térfogata és felszine?

77 8. Mekkora az abran lathatd, 2 cm él0 jaték-
kockakkal kirakott jatékbastya térfogata és |

felszine?
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=o.

= 10.

= 13.

11.

12.

14.

Egy téglatest egyik ¢éle 3 m-rel hosszabb a masiknal, a harmadik éle 20 m, a térfogata

2600 m>. Mekkorak az élei és a hasab felszine?

Egy téglatest felszine 8576 cm”. Egyik oldaléle 2,4 dm, a masik két oldalél kiilonbsége

12 cm. Mekkorak a hasab élei és térfogata?

Egy ajtoban az iiveg keretét 8 cmx3 cm széles deszkabol készitettéek. Az
ajto 210 cm magas ¢és 86 cm széles, az liveg 8 mm vastag. Az ajtd

térfogatanak hany szdzaléka az liveg térfogata?

Egy szabalyos hatszog alapi egyenes hasab magassaga masfélszerese az alapélének.

Mekkora a hasab felszine, ha térfogatanak pontos értéke 3888+/3 2

Egy szabalyos sokszdg alapi egyenes hasab alapéle 12 cm, testmagassaga 25 cm.
Szamitsd ki a hasab térfogatat és felszinét, ha az alaplap

a) hatszog;  b) O0tszog; ¢) nyolcszog; d) tizszog.

Egy szabalyos hdromszdg alaptl egyenes hasab alapéle 8 cm hosszu, paldstjanak terii-
lete (az oldallapok teriiletdsszege) hatszorosa az egyik alaplap teriiletének. Mekkora a

haséb felszine és térfogata?

Mintapélda;

Egy ideiglenes, téglatest alaki szinpad vas keretéhez merevitésként be kell hegeszteni

sikonként egy-egy lapatlot és két testatlot (amelyek metszik egymast, ezért a két testatlot négy

egyforma darabbol kell Osszeallitani). Szdmitsuk ki, hogy a kerettel egyiitt mennyi vas

anyagra lesz sziikség, ha a szinpad 1,6 m magas, ¢s 10 mx6 m a feliilet, amin fellépnek a

miuvészek. Mekkora szogben illeszkedik egymashoz a két testatlo, és milyen hosszu az a négy

darab, amibdl dsszehegesztve megkapjuk a merevitést?
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Megoldas:

A téglatest lapatloit Pitagorasz-tétellel szamitjuk

ki: x=+/6 +1,6% = /38,56 ~ 6,21 (m) - >
y =462 +10> =+/136 ~ 11,66 (m)
=416 +10% =/102,56 ~10,13 (m) d

A testatlot a kiemelt derékszogli haromszogbdl Pitagorasz-tétellel hatarozzuk meg:

d?=10°+x>=10>+6 +1,6°, ahonnan d* =138,56, d ~11,77 (m).
A megfeleld darabok hosszat dsszeadva kapjuk a sziikséges anyagmennyiséget:

4.-10+6+16)+2-(x+y+2)+2-11,77 =150 m anyagra van sziikség.

A hajlasszog kiszdmitasahoz derékszogl haromszoget

keresiink a testatlok altal meghatarozott sikban.

Szogfiiggvény segitségével tga =

U1|l\)\N

_Z , ahonnan
10

a ~45,5°.

A feladat megoldasa soran lattuk, hogy a testatlé hossza hogyan fiigg az oldalak hosszatol:

d?=a’ + b? + ¢ Ebbél kapunk egy altalanosan is igaz sszefliggést:

c

a+b+c=d

A téglatest testatldjanak hossza: d =+va* +b* +c? , ahol a, b és ¢ a téglatest egy

csucsban o0sszefutd éleinek hossza.
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Mintapélda,
Hogyan filigg a kocka testatlojanak hossza a kocka oldalhosszatol (a)?
Megoldés:

A kocka is téglatest, igy a testatlora kapott 6sszefiiggést itt is

alkalmazhatjuk. Most minden oldal egyenld:

d=+/a2+a?+a’ =+/3a%, ahonnan d = a3 .

Feladatok
77 15. Egészitsd ki a tablazat hidnyzo részeit! a, b és ¢ egy téglatest egy csticsban dsszefutd

¢lei, d a testatlo, A a felszin és V a térfogat.

a b C d A \Y
a) | Scm 8 cm 10 cm
b) | 123cm | 0,46 dm | 72 mm
c) | 10m 20 m 343 m
d) | 6cm 14,8 cm | 19,4 cm
e) a+8 a+11 26,1 dm

16. Mekkora szoget zar be a kocka testatloja

a) a kocka ¢leivel;  b) a kocka lapjaival; c) a kocka egy masik testatlojaval?
17. Mekkora a kocka térfogata és a felszine, ha testatloja 12 cm?

18. Egy téglatest két éle 8 cm és 16 cm, felszine 1168 cm”. Mekkora szdget zar be a
testatloja azokkal az élekkel és lapokkal, amelyek a testatld egyik csucspontjaban

talalkoznak?

19. Mekkora szdget zar be a 4 cm alapélii, 499 cm’ térfogaty, szabalyos hatszog alapt

haséab leghosszabb testatloja az alaplappal?

77 20. Egy szabalyos sokszog alapi egyenes hasab alapéle a, oldaléle b. Fejezd ki a
leghosszabb testatlot a és b segitségével, ha az alaplap

a) négyzet; b) hatszog;  c¢) nyolcszog.
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II. A gila

Adott az alapsikon egy sokszog (alaplap) és egy pont az alapsikon S
kiviil (csucspont). Ha a sokszog minden pontjat egyenesekkel

Osszekotjiilk az adott ponttal, gulafeliiletet kapunk. A keletkezd

korlatos térrészt nevezziik gilanak. A gila magassaga az alaplap

sikjanak és a csucspontnak a tavolsaga.

Szabalyos a gula, ha az alaplapja szabalyos sokszog, €s a gula csticsabdl az alaplapra

bocsatott merdleges az alaplap kozéppontjan megy at.

Feladatok

— 21. Kheopsz farad négyzet alapi szabalyos gulat formdl6 Nagy Piramisanak eredeti
alapéle 230 m, magassaga 147 m volt. Szamitsuk ki, hogy mekkora a térfogata és a

felszine!

— 22. Egy négyzet alapu szabalyos gula alapéle 3,5 dm. Mekkora a térfogata és a felszine, ha
50 cm

a) a testmagassaga; b) az oldallapjanak magassaga; ¢) az oldaléle?

— 23. Egy hatszog alapt szabalyos gula alapéle a = 12 cm. Mekkora a térfogata és a fel-

szine, ha 20 cm a) testmagassaga; b) oldallapjanak magassadga;  c) oldaléle?

— 24. Egy négyzet alapt szabalyos gula alapéle 10 cm. Mekkora a gula térfogata és a fel-
szine, ha 75°

a) az oldalél és az alaplap hajlasszoge; b) az oldallap és az alaplap hajlasszoge?

25. Egy hatszog alapu szabalyos gula alaplapja koré 12 cm atmérdji kor irhat6. Mekkora
a térfogata ¢€s a felszine, ha 45°

a) az oldalél és az alaplap hajlasszoge; b) az oldallap ¢és az alaplap hajlasszoge?
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77 26. Két szabalyos gula magassaga megegyezik. Az egyik alaplapja szabalyos 6tszog, a
masiké szabalyos hatszog. A két sokszog koré irhatdo korok sugara is megegyezik.

Hény szazalékkal nagyobb az egyik test térfogata a masik térfogatanal?

27. Reklamcélra egy cég legyartja az dbran lathato testet: egy 120
cm ¢€li kocka éleinek harmadold pontjait kototték Ossze, €s
levagtak a kocka igy ad6do sarkait.

a) Mekkora a keletkez0 test térfogata?

b) Mekkora a feliilete a piros és a kék részeknek dsszesen?

28. a) Szamitsuk ki az a élli szabalyos tetraéder térfogatat és felszinét!

b) Mekkora az alaplap €s az oldallap, illetve az alaplap és az oldalél hajlasszoge?

29. A Téglatest egyiittes Uj nevet vett fel: Pyramys. Az egyiittes koncertjein arult,
milanyagbdl késziilt, 3 cm x 4 cm x 5 cm ¢€li téglatestekbdl 360 darab megmaradt.
Ezeket megolvasztjdk, és olyan négyzet alapu szabalyos piramisokat gyartatnak
beldle, amelyek alapéle 7 cm, testmagassaga 3,5 cm. A gyartds soran 7%-os

térfogatveszteséggel kell szamolni. Hany ilyen piramis készithet6?

=7 30. Egy vallalkozas reklamcélokra hatszog alapu szabalyos ghldkat csinaltat, amit fabol
készitenek el. A gula alapélei 4,2 cm hossztak, magassdga 25 mm. Eddig 250 ilyen
ajandékot osztottak ki.
a) Hany cm’ faanyag van az eddig kiosztott galakban?
b) A gila oldallapjait szinesre festik. Hany cm’ felilletet festenck be egy giila
oldallapjainak a szinezésekor? Mennyi festékre volt sziikség a 250 ajandék

befestésekor, ha 1 m>-hez 3,6 liter festék kell?

Mintapélda;
Egy 12 cm alapélii, 12 cm magassagu négyzet alapu szabalyos gtlat elvagunk a testmagassag
harmadol6 pontjain atmend, alaplappal parhuzamos sikokkal.

a) Hatarozzuk meg az igy keletkezd harom test

térfogatat! - M

7 i 3
Megoldas: P

A vazlat elkészitése a megoldas egyik kulcslépése. M| (M ‘ Y
Harom gulat kapunk, amelyek alaplapja hasonlo -

B M

3

12
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egymashoz (a gula csticsabol torténd kozéppontos hasonlosaggal ezek az alaplappal
parhuzamos sikmetszetek egymasba vihetdk).
A hasonlosag ardnyat a megfeleld szakaszok, most a testmagassdgok aranyabol

hatarozzuk meg. A hasonl6 sikidomok teriilete a hasonlésdg aranyanak négyzetével
egyezik meg:T,:T,=(M,:M,)’ =22, ami azt jelenti, hogy T,=2-T,=4T,, és
hasonléan T, =3°-T, =9T,.

T _12

A szabalyos gulak alapteriilete: T, = 5 =16 cm’, T, =64 cm’, a gila térfogata

V= % , a legkisebb gldé V, = % = 63—4 ~21,3 em’.

A masik két test térfogata guldk térfogatanak kiilonbségeként allithato elo:

2
V, = ﬂ—m ~ 1493 cm’, illetve V, = 12712
3 3

—(V, +V;) ~ 4053 cm’.

Megjegyzés: A glla alaplapjaval parhuzamos sikok altal levagott testek koziil a gula
csucsanal egy ujabb gula keletkezett, a masik két test pedig egy-egy csonkagula,
amellyel a késébbiekben részletesen foglalkozunk. A keletkezett kis gula hasonl6 az
eredetihez. A hasonlosag a térbeli alakzatokra is ugyanazt jelenti, mint a sikidomokra
megadott definicio.

Mintapélda,
Egy T alapteriiletii, M testmagassagu gulat a csticsabol k-szorosara nagyitunk. Ird fel T, M és k
segitségével a keletkez6 0 gula térfogatat!

Megoldas:

' 1

Az eredeti gula térfogata V = % A nagyitott gula térfogata V'= , ahol T” az yj

test alapteriilete, M’ pedig a testmagassaga. A nagyitott és az eredeti gula hasonlosaga
miatt M'=k - M , mig az alapteriilet T'=k” - T . Ezeket behelyettesitve

V,:T'-M':(kz-T')-(k~M'):k3.M:

3 3 3

k®-V

Hasonlo testek felszinének aranya a hasonlosdg ardnyanak masodik hatvanya. Hasonlo

testek térfogatanak aranya a hasonldsag ardnyanak harmadik hatvanya.

Ha az 1. és a 2. test hasonl6, és k a hasonlésag aranya, akkor

Vi
V2

és
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Feladatok

=7 31. Egy szabalyos gulat ugy vagunk el egy alaplappal parhuzamos sikkal, hogy a kelet-
kezd két rész térfogata megegyezzen. A magassadg hanyad részénél kell elvagnunk a

gulat?

T 32. Egy hatszog alapt szabalyos gula testmagassaga és alapéle egyarant 24 cm. Ugy vag-
juk el a gulat egy alaplappal parhuzamos sikkal, hogy a keletkez6 két rész térfo-
gatanak aranya 3 : 2 legyen!

a) Szamitsd ki a keletkezd részek térfogatat!

b) Hol kell elvagni a gulat?

33. Egy 8,5 cm alapélii, szabalyos négyoldalu gula oldaléle az alaplappal 65°-0s szdget
zar be. Az alaplaptol milyen tavolsagokban vagjuk el a gulat két, alaplappal parhuza-

mos sikkal, hogy a keletkezo részek térfogata egyenld legyen?



118 MATEMATIKA ,A” » 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

I1l. A csonkagila

Ha a gulat elmetssziik egy, az alaplappal parhuzamos sikkal,
csonkagulat kapunk.

Egy szabalyos gulat elmetszve szabalyos csonkagulat kapunk.

Mintapélda;

Hany liter viragfoldet vasaroljunk abba a négyzet alapu, csonkagiila
alaku viragladaba, amelynek belsé méretei: az alaplap éle 26 cm, a feddlap éle 38 cm, a lada
magassaga 47 cm?

Megoldas: A cserép térfogatanak meghatarozasahoz ismerni kell a csonkagula térfogatanak

kiszdmitasi modjat. Hasonlosag segitségével a kovetkezd képletet lehet levezetni:

A csonkagula térfogata: V :%(T +At-T +t), ahol M a

testmagassag, t a fed6lap, T az alaplap terulete.

Az adatokat a képletbe behelyettesitve:

V = ?(262 ++/38%-26% + 382): 48692 cm’ ~ 48,7 liter . Erdemes tehét egy 50 literes

zsdk viragfoldet megvasarolni.

A csonkagila felszinének kiszdmitdsdhoz nincs képlet, minden feladatot egyedi modon
oldunk meg. Ha a csonkagtila négyzet alapt szabalyos gulabol szarmazott, melynek adatai az
abran lathatok, akkor meghatarozzuk az oldallapok (trapézok) teriiletét. Az oldallap magas-
saga (m) és testmagassag (M), valamint az oldallap magassaga és az oldalél (b) kozott a

Pitagorasz-tétel teremt kapcsolatot:

2
a—=_C :
m2=M2+( 2 ) . - b

2
a—cC /
b2:m2+[—j il |

M m m b

a L o 14
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Feladatok

— 34. Egy egyiptomi matematikatorténeti emlék, a moszkvai papirusz a kdvetkezOképpen
irja le a csonkagula térfogatanak kiszdmitasat:
.l --- ] alapélek: 2, illetve 4 kdnydk, magassag: 6 konyok.
1. Add 6ssze ezt a 16-ot
2. ezzel a 8-cal és ezzel a 4-gyel:
3. kijon 28. Szamitsd ki
4. 1/3-at a 6-nak. Kijon 2.
5. Szamolj 28-asaval kétszer. Kijon 56.
6. Nézd, ez 56. Helyesen szamitottad ki.”

Valéban helyes a szamolas? Ellendrizd!

— 35. Toltsd ki a tablazat hianyzo részeit! X
a b C m M \Y A
a) | 10 6 6
b) | 18 10 6
c) 5 8 4
d) 5 15 12

77 36. Egy 3,6 dm élli kocka egyik oldalanak cstcsait 6sszekotjikk a szemkozti oldal kozép-
pontjaval, majd az igy kapott gulat elvagjuk az adott oldallal parhuzamos, a kocka
kozéppontjan atmend sikkal. Hatarozd meg az igy kapott csonkagula térfogatat €s

felszinét!

37. Egy sokszog alapt szabalyos csonkagula alaplapjanak éle 18 cm, feddlapjanak éle
8 cm, oldaléle 20 cm. Mekkora a térfogata €s felszine, ha az alaplap

a) négyzet; b) szabalyos hatszog?

38. Egy négyzet alapu szabalyos csonkagula alapéle 26 cm, fed6lapjanak éle 18 cm, és az

oldallapok 73°-os szdget zarnak be az alaplappal. Mekkora a térfogata ¢s a felszine?



120 MATEMATIKA ,A” » 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

7 39. Egy négyzet alapu szabalyos csonkagula alapéle 16 cm, feddlapjanak éle 8 cm, és az

oldalélek 64°-os szdget zarnak be az alaplappal. Mekkora a térfogata ¢s a felszine?

40. Egy szobor talapzata 1,7 méter magas hatszog alapt szabalyos csonkagula, az alaplap
¢le 120 cm, és a feddlap éle 30%-kal kisebb az alaplap élénél.
a) Mekkora a talapzat tomege, ha az anyaga 2,7 kg/dm’ siirtiségii marvany?
b) Télire becsomagoljak a szobor talapzatdt, hogy megdvjak az iddjaras viszon-
tagsdgaitél. Mennyi csomagoloanyagra van sziikség, ha a kotozéshez a talapzat

felszinén kiviil még 10% anyagot ra kell szdmolni?

T 41. Az abrakon kiirtds paraelszivok lathatok. Szamitsd ki a térfogatukat és a felsziniiket!
A paraelszivok szimmetrikusak egy olyan sikra, amelyik az alaplap 60 cm-es ¢€lével

parhuzamos ¢és az alaplapra merdleges. Minden tavolsagadat cm-ben értendo.

a) b)

49

90

42. Egy haromszog alapu szabalyos csonkagula oldallapjai az alaplappal 70°-os szoget
zarnak be. A csonkagula magassaga 19 cm, az alaplap éle 32 cm. Mekkora a felszine

¢s a térfogata?
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IV. Vegyes feladatok

=7 43. Mekkora annak a haromszog alapt egyenes hasabnak a térfogata és felszine, amelynek

alapélei 10 cm, 12 cm és 14 cm, oldaléle pedig 20 cm hossz?

™7 44. Egy négyzetes oszlop oldalhosszai centiméterrel mérve egész szamok, térfogata

72 cm’. Mennyi lehet a felszine?

— 45. Egy ajtot ugy készitettek, hogy két butorlapot 0sszeragasztottak. Az

egyik méretei: 82 cm x 201 cm x 23 mm, a masik méretei:

85 cm x 202,5 cm x 15 mm.

a) Szamitsd ki az egyes butorlapok, majd az egész ajtd anyaganak

térfogatat!

b) Mekkora a tdmege az ajtonak, ha a batorlap siiriisége 600 kg/m’?

A stiriség, a tomeg és a térfogat kozotti Osszefiiggés: p=—.

46. Egy 108 cm ¢l kocka oldalait kilenc egybevagd négyzetre osztjuk, és a kozépsd

négyzeteknek megfelelden teljesen atfurjuk a kockat.

7 a) Mennyi a megmarado rész térfogata?

T7 b) A kocka lapjain megmaradd 8-8 négyzetet ujra
9 egybevagd négyzetre osztjuk, és az itt megje-
lend kozépsd négyzeteknek megfeleléen ismét

atfurkaljuk a kockabol megmaradt testet. Mek-

Efwsnnswasn
.-’l" .'l l.l

L}
-

kora az igy keletkezd test térfogata?
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™7 47. Mekkora annak a hasabnak a térfogata és felszine, amelynek halojat és méreteit az abra

mutatja?
a) b) C) 1,2 dm

13cm 4 -IJ\
5

20 cm 5cm

77 48. Egy egyenes hasab alaplapja olyan trapéz, amelynek egyik alapja kétszerese a
masiknak. Hogyan tudnank harom, egyenld térfogatii hasabra vagni két olyan sikkal,

ami parhuzamos az oldalélekkel?

49. Egy trapéz alapti egyenes hasabot az alaplap atlojat
tartalmazo, alaplapra merdleges sikokkal négy darab
haromszog alapu hasabra bontunk az abra szerint. Milyen £ T,
Osszefiiggések talalhatok a keletkezd hasabok térfogatai

kozott? A trapéz rovidebbik alapja 6 cm, a hosszabbik 15 cm.

A

50. A 10 cm alapéli, 15 cm testmagassagt, rombusz alapt egyenes hasabok koziil melyik-
nek a legnagyobb a térfogata? Szamitsd ki a maximalis térfogatot €s azt is, hogy ekkor

mennyi a felszin!

77 51. Egy hasab alaka sarokgardrob alaplapja lathatd az abran. ‘ 30 cm
Mennyibe keriil a butorlap koltsége, ha a szekrény o0cm /
magassaga 193 cm, korbe mindenhol butorlap hatarolja / '

¢és a négyzetméter-ar 2400 tallér? —

77 52. Egy szabalyos négyoldalt glila oldaléle az alapél kétszerese. Mekkora szdget zér be az

alaplap az oldallappal?

77 53. Egy szabalyos négyoldalu gula alapélének és testmagassaganak aranya 3 : 5, térfogata

1875 cm’. Mekkora a felszine?
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54.

5S.

56.

57.

S8.

59.

60.

61.

Egy 24 cm ¢élu kocka egyik oldalanak csucsait 0sszekotjik a szemkozti oldal

kozéppontjaval. Hatarozd meg az igy kapott gula térfogatat és felszinét!

Egy keritésdiszt ugy készitenek, hogy egy 26 cm ¢€li kocka szemkdzti oldalainak
csucsait Osszekotik a kocka kozéppontjaval (kozépen pontszeriien Osszehegesztik).

Hatéarozd meg az igy kapott disz térfogatat és felszinét!

A 20 cm magassaga, 18 cm alapélii, négyzet alapu szabalyos gulat az alaplapjaval
felfel¢ forditjuk, €¢s a magassag feléig megtdltjiikk vizzel. Ezutan lezarjuk, és a gulat az

alaplapjara forditva lerakjuk az asztalra. Milyen magasan 4ll benne a viz?

Egy 6tszog alapt szabalyos gula alaplapja koré 6,8 cm sugaru kor irhato. Mekkora a
térfogata és a felszine, ha 45°

a) az oldalél és az alaplap hajlasszoge; b) az oldallap és az alaplap hajlasszoge?

Egy nyolcszog alapt szabalyos gula alaplapja koré 2,3 dm sugaru kor irhat6. Mekkora
a térfogata ¢€s a felszine, ha 35°

a) az oldalél és az alaplap hajlasszdge; b) az oldallap ¢és az alaplap hajlasszoge?

Egy négyzet alapti szabalyos csonkagula testmagassdga 25°-os szdget zar be az
oldallap magassagaval, és a két magassag kiillonbsége 6,8 cm. Mekkora a térfogata és

a felszine, ha a feddlap ¢€le 23 cm?

Egy négyzet alap szabdlyos csonkagula feddlapjanak és alaplapjanak élei kozotti
kiilonbség 12 cm, testmagassaga 13,8 cm. Mekkora a felszine, ha a térfogata

2498 ¢cm>?

Mekkora annak a négyzet alapt csonkagulanak a
térfogata és felszine, amelyiknek haldja az dbran

lathato?

10cm
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Kislexikon

A test térfogata: annak a térrésznek a mértéke, amelyet a test feliilete hatarol. A térfogatot

mindig valamilyen térfogategységhez hasonlitjuk.

Térfogategység: az egységélii kocka térfogata.

A test felszine: a testet hatarol6 feliilet teriilete. Siklapokkal hatarolt testek esetén a hatarolo

lapok teriiletének Osszege.

Poliédernek neveziink egy testet, ha azt véges sok sokszog hatéarolja.

Konvex poliéder: barmely két pontjanak 6sszekotd szakaszat is tartalmazza.

Euler tétele: | + ¢ =e+2 (lapok + csticsok szama = élek szama + 2); minden konvex

poliéderre teljesiil.

Szabalyos poliéder: ¢€lei, ¢lszogei €s lapszogei egyenlok.

Hasab: Adott az alapsikon egy sokszdg (alaplap) és egy egyenes, amely az alapsikkal nem
parhuzamos. Ha a sokszog minden pontjan keresztiil parhuzamost htizunk az adott egyenessel,
hasabfeliiletet kapunk. Ezt elmetssziik egy, az alapsikkal parhuzamos sikkal (feddlap). Az igy
keletkezd bezart térrészt nevezziik hasabnak.

Egyenes hasab: olyan hasdb, amelynél az adott egyenes merdleges az alapsikra.

Palast: a poliéder oldallapjainak egyiittese.

Gula: Adott az alapsikon egy sokszdg (alaplap) és egy pont az alapsikon kiviil (esticspont).
Ha a sokszog minden pontjat egyenesekkel 0sszekdtjiik az adott ponttal, gulafeliiletet kapunk.
A keletkez6 bezart térrészt nevezziik gulanak. A gula magassaga az alaplap sikjanak és a
csucspontnak a tavolsaga.

Szabalyos gula: ha az alaplapja szabalyos sokszog, és a gula csticsdbdl az alaplapra bocsatott

merdleges az alaplap kdzéppontjan megy at.
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Csonkagulat kapunk, ha a gulat elmetssziik egy, az alaplappal parhuzamos sikkal.
Szabalyos csonkagula: ha szabalyos gulat metsziink el egy, az alaplappal parhuzamos

sikkal..

Gyakran elofordulo poliéderek térfogata és felszine:
e A kocka térfogata: V = a°, felszine A = 6a® (a a kocka éle).
o A téglatest térfogata V = abc, felszine A = 2 (ab + bc + ac) (a, b és ¢ a téglatest élei).
e A hasab térfogata: V = alapteriilet - testmagassag,

felszine: A = 2-alapterilet + a palast terilete.

alapterilet - magassa .
e A gulatérfogata V = P 3 gassag , felszinét a hatarol6 lapok teriileteinek

Osszege adja.
e A csonkagula térfogata: V = %(T ++t-T +t), ahol M a testmagassag, t a fed6lap,

T az alaplap teriilete.

0o e

Hasab Egyenes hasab Gula Csonkagtla

Hasonlo testek: két test hasonld, ha van olyan hasonlosagi transzformacid, amely egyiket a
masikhoz rendeli. Hasonl6 testek esetén fennall a sikidomokra is érvényes allitas: az egyik
alakzat két tetszOleges pontjanak egymastol vald tavolsaga s a masik alakzat megfeleld
pontjainak egymastol valo tavolsaga kozott levo arany allando.

Hasonlé testek felszinének ardnya a hasonlosdg ardnydnak négyzete. Hasonld testek

térfogatanak aranya a hasonlosag ardnyanak kobe.






TAS,

Készitette: Vidra Gabor
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I. A henger

A henger szarmaztatasa, jellemzoi

Henger Korhenger Egyenes Egyenl6 oldala
korhenger henger (d = M)

Adott az alapsikon egy gorbe vonallal hatarolt sikidom (alaplap) és egy egyenes, amely az
alapsikkal nem péarhuzamos. Ha a gorbe minden pontjan keresztiil parhuzamost huzunk az
adott egyenessel (alkotok), hengerfellletet kapunk. Ezt elmetssziik egy, az alapsikkal parhu-
zamos sikkal (feddlap). Az igy keletkezd, az alaplap és a feddlap kozé esé térrészt nevezzik
hengernek. Ha a gorbe kor, a test neve kdrhenger. Egyenes kérhengernél az alkotok
merblegesek az alapsikra. A test gorbe hatarolo feliiletét palastnak nevezziik. Az alaplap és a
fed6lap sikjanak tavolsaga adja a testmagassagot.

A hasab térfogatahoz hasonlé a henger térfogata: az alapteriilet és a testmagassag szorzata-

val hatarozhatjuk meg.

Kérhenger esetén: V =r> -z - M , ahol r az alapkér sugara, M a testmagassag.

Az egyenes korhenger (a tovabbiakban ezt nevezziik ,"// '
hengernek, ha a feladat szovege nem utal a henger egyéb L
tulajdonsagaira) felszinének kiszamitasakor figyelembe M M
vessziik, hogy a henger paléstja sikba kiteritve téglalap.

l A henger felszine: A = 2r’ 7w + 2raM = 2rn(r+ M). '




130 MATEMATIKA ,A” » 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

Mintapélda,
Az tivegben a cimke szerint 750 ml méz talalhatd. Milyen magasan all a M
méz a henger alaku livegben, ha az alaplap belsé atmérdje 9 cm? T

Megoldas:

750 ml = 750 cm’. A térfogat képlete V =2 - 7 - M , behelyettesitve
750=4,5"7-M = M =118 cm.

A méznek az tivegben kb. 12 cm magasan kell allnia.

Mintapélda,
Egy henger magassaga kétszerese az alaplap atmérdjének. Mekkora a térfogata, ha a felszine
985,2 cm™?
Megoldas:
M =2d = 4r ; behelyettesitve a felszin képletébe:
A=2rm-(r+4r)=2rn-5r =10r" -1 =9852 (cm?).

r= 1/?35’2 ~5,6 (cm). A térfogat értéke a V =r> - 7- M =4r’° - 7 5sszefliggésbol:
T

V ~2206,9 cm’.

Feladatok

— 1. Szamitsd ki annak a hengernek a térfogatat és felszinét, amelyet egy 16 cmx10 cm-es

téglalap megforgatasaval kapunk, ha a téglalapot a

a) rovidebb oldalanak felezOmerdlegese; b) hosszabb oldaldnak felezdmerdlegese;
¢) rovidebb oldala; d) hosszabb oldala koriil forgatjuk meg.
Toltsd ki a tablazatot!
r M v 4
a)
b)
c)
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T 2. Az a és b oldalu téglalapot megforgatjuk az a oldala kortil, a keletkezd test térfogata V,

felszine 4. Keresd meg az dsszetartozo betli—szam parosokat!

A)a=15b=5; B) a=18;b=12; C)a=4,b=3; D)b=7,a=3;
Vs, pA_20, Nt oV 6
A 5 V21 A 8 A 7

77 3. Mekkora az abran lathato henger térfogata? a = 15 cm. .,
2a
a

T 4. Egy 6 hengeres motorrol a henger leirasaban a kovetkezét talaljuk:

furat & / 16kethossz = 89,00/74,8 mm. Hany cm’-es a motor?

— 5. Kati mamija egy fektetett félhenger alaka foliasatrat szeretne, amelyikben ki is tud
egyenesedni. Ezért szeretnék, hogy a 23 méter hosszu sator teteje 2 méter magas legyen.
a) Hany m” foliaval lehet a satrat bevonni?

b) Hany m’ a sator térfogata?
= 6. Egy henger kiteritett palastja négyzet, a felszine 3384,5 cm”. Mekkora a térfogata?

T 7. Egy betoncsd kiilsé atmérdje 50 cm, a belsé atmérd 40 cm. Mekkora a 6 méteres
betoncsé tdmege, ha a beton siiriisége 2200 kg/m’? (A stirliséget a p = 7 Osszefliggés
adja, ahol m a tomeg, V' a térfogat, és a csdben levo levegd tomege elhanyagolhato.)

— 8. Egy henger alakt vodor atmérdje 26 cm, és felmosaskor 20 cm magasan all benne a viz.

A felmososzer kupakjan ez all: ,,5 liter vizhez 1 kupakkal ontson”. Hany kupakkal kell

Onteniink felmosaskor a vodorbe?

77 9. Egy henger alaplapjanak 4tméréje harmada a testmagassagnak. Mekkora

a) a térfogata, ha a felszine 395,8 sz; b) a felszine, ha a térfogata 217,1 dm’.
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= 10.

1L

- 12.

- 14.

= 15.

13.

Egy korhenger alakt hordd atmér6jének és magassaganak aranya 5 : 6. Ugy szeret-
nénk az oldalukra forditva és kiékelve elhelyezni egymas mellett a hordokat, hogy
kozottiik 8-10 cm hely maradjon. Hany ilyen 15 hektoliteres hordot tudunk elhelyezni

egy 7,5 méter hosszu pincerészben?

Egy ferde henger alkotoi 55°-os szoget zarnak be a 8 cm atmér6ji alaplappal, az
alkotok hossza 10 cm.

a) Valaszd ki, hogy milyen alaku a ferde henger palastja!

b) Mekkora a henger térfogata?

Egy henger palastja sikba kiteritve 12 cmx18 cm-es téglalap. Mennyi a henger felszi-

ne ¢és térfogata? Ne csak egy megoldasra gondolj!

Egy henger palastja olyan négyzet, amelynek 4atloja 12nt. Mekkora a térfogata és a fel-

szine?

Egyenl6 oldali henger (az alapkor atmérdje egyenld a magassaggal)
a) térfogata 2155,1 m’. Mennyi a felszine?
b) felszine 2851,7 dm”. Mennyi a térfogata?

Egy 15 cm atmérdji, 42 cm magassagu korhenger alak iivegben a vizszint az &tmérd

kétharmadanal van, ha az liveget elfektetjiik. Hany liter viz van az tivegben?
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II. A kip

M A
! M

Kup Korkuap Egyenes Csonkakup

Adott az alapsikon egy gorbe vonallal hatarolt sikidom (alaplap) és egy pont az alapsikon
kiviil (csucspont). Ha a gorbe minden pontjat egyenesek segitségével 6sszekotjiik az adott
ponttal, kupfeliiletet kapunk. A keletkez6 korlatos testet kUpnak nevezziik. Ha a zart gorbe
kor, a test neve kdrkup. Egyenes kdrkupnak nevezziik a korkupot, ha a pontnak az alaplap
sikjara es@ merdleges vetiilete az alapkor kozéppontjaba esik. A test hatdrolo feliiletét nevez-
ziik palastnak (egyenes korkup sikba kiteritett palastja korcikk; a palast az alaplapot nem tar-
talmazza), a cstucspont és a gorbe pontjai altal meghatarozott szakaszokat pedig alkotoknak.

Az alaplap sikjanak és a csucsnak a tavolsaga adja a KUp magassagat.

Ha az egyenes korkupot elmetssziik egy olyan sikkal, amely a kup

magassaganak egyenesét tartalmazza (tengelymetszet), akkor egyenlo- -
szari haromszoget kapunk (alapja az alapkor atmérdje, széarai a kup & a
alkot6i). Masként: az egyenes korkip tengelymetszete egyenlészara =
haromszog. A szarak altal bezart szoget (Q) a klp nyilasszogének o

nevezziik. Az egyenes korkup szimmetrikus barmely, a tengelyét tartalmazo sikra.

A sugdr, a testmagassag és az alkotok kozott fennall az 2 + M ? = o® dsszefiiggés.

Bizonyithato, hogy a kup térfogata a gula térfogatahoz hasonldan, a

_alapteriilet -magassag
3

V

Osszefiiggéssel szamitd ki. Az egyenes korkup térfogata tehat:

V= # , ahol r az alapkdr sugara, M a kiip magassaga.
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Az egyenes korkup felszinének meghatarozasahoz a kiipot az egyik alkotdja mentén ,,szét kell
vagnunk™: a palast sikba kiteritve egy korcikk, amelynek ivhossza egyenlé az alapkor

keriiletével.
L " S i-r
A korcikk teriilete kiszamithatdé a T, .., =5

P : 2rz-a a
Osszefiiggéssel, ami most 7, ., =————=rax,eza ()

kap palastjanak felszine. Ehhez hozzdadva az alapkor

teriiletét a kap felszinére az A=rxz(r+a)képletet

kapjuk.

2

Az egyenes kérkup térfogata: ¥ ="

T'M ,felszine: A=rxz(r+a).

A képletben r az alapkor sugara, M a kiip magassaganak, a az alkotdjanak a hossza.

Feladatok

— 16. Szamitsd ki a kovetkez6 adatokkal megadott kiipok nyilasszogeit, és csoportositsd az
egyenldket! (Minden tavolsdgadat cm-ben értendd. K az alapkor kertilete, T a teriilete,

a az alkoto hossza, r az alapkor sugara, M a kip magassaga.)

Al.r=2,a=4;, |A2.r=3, M =34 A3.a=12,K=471;, |A4.M=194,T =185

Bl.r=22,a=88;B2.r =3, M =5,2; B3.a=15,K =628, B4.M =20,T =804,2

Cl.r=4,a=6; [C2.r=10,M =12,5; (C3.a=64,K =100,5; |C4.M =19,1, T =380,1

Dl.r=5,a=8, [D2.r=35,M=13,6; D3.a=9,6,K=30,2; D4.M =13,4,T =452,4

=7 17. Dontsd el a kovetkezd allitasokrol, hogy melyik igaz és melyik hamis.
a) A kuap alkotdjanak hossza egyenld a testmagassagaval (a = M).
b) Ha a kup alkotdja kétszerese az alapkor atmérdjének, akkor a kap nyilasszoge 29°.
¢) Minden kup nyilasszoge egyenld a kiteritett palast kozépponti szogével.
d) Ha egy kupban a kiteritett palast félkor, akkor a nyilasszége 90°.
e) A palast kdzépponti szoge ¢és az alapkor sugara egyértelmiien meghatarozza a kapot.
f) Ha egy kupot kétszeresére nagyitunk, a palastjanak felszine is kétszeresére

novekszik.
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- 18. Egy a alapu, b szarG egyenldszaru haromszoget megforgatunk a szimmetriatengelye

koriil. Allitsd térfogatuk szerint ndvekvé sorrendbe a keletkez kupokat!

A B C D
a 0,8 dm 1 dm 6 cm 12 cm
b 10 cm 8 cm 1,2 dm 8 cm

Mintapélda;

Egy alul nyitott kiip alaka sator alapkdrének atmérdje 4 m. Szeretnénk felallni a satorban,

ezért gy akarjuk elkésziteni, hogy a sz¢€létdl 1,5 m tdvolsdgban 1,9 m magas legyen.

a) Milyen magas a sator?
b) Mekkora a kiteritett satorlap korcikkének kézépponti szoge?
¢) Hany m? anyagbol készitheté el a satorlap?
Megoldas:
a) A hasonlosag miatt M = % 1,9~ 2,53m.

3

b) Az alkotora érvényes: a’ =r> +M?>, ebbdl
@
a=+2%+2,53* ~3,23m. a

A korcikk sugara egyenld az alkotdval, ivhossza

pedig az alapkor keriiletével. A kdzépponti szog

egyenesen aranyos a koriv hosszaval, ezért

@ =—1.360°. i=2rn=4n (m), K

kor

=2an = 6,461 (m).

kor

4 36002230

A kozépponti sz0g nagysaga: a =
467

c) A korcikk tertilete: T, . = % ~20,3m’.

Tehét a satorlap elékészitéséhez kb. 20,3 m” anyag kell.

a

2%
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Feladatok

- 19. Egy csokigyarban naponta 12000 darab csokiklipot gyartanak, amelyet egyenként
folidba csomagolnak. A kupok alapkorének atmérdje és magassaga egyarant 4 cm.
a) Hany liter csokoladébol késziil el a napi készlet?
b) Mekkora feliileti foliat hasznalnak naponta csomagolésra, ha a hajtogatas miatt 5%-

kal tobbet kell szamitani?

20. Egy kup alkotoja 15 cm. A cstcstol szamitva a testmagassag negyedénél elvagjuk a
kapot egy alaplappal parhuzamos sikkal. A keletkez6 sikmetszet teriilete 15,9 cm®.

Mekkora az eredeti kup térfogata és felszine?

21. Egy kup kiteritett palastjanak teriilete 63 cm?, az alkotd és az alaplap hajlasszoge
73°18°. Mekkora a kup térfogata és a palast kozépponti szoge?

22. Egy 4,8 m sugaru korlapot négy egybevagd korcikkre vagunk. Milyen magas korkup
alaku sator készithetd egy-egy darabbol?

23. Egy kup palastjanak felszine 2N2-x teriiletegység, alapkorének teriilete 27 tertilet-
egység. Mekkora a kap nyilasszoge?

T 24. Egy kup felszine 7927, alkotdja 8 egységgel hosszabb a sugaranal. Mekkora a tér-
fogata?

77 25. Egy forgasktp alapkorének atmérdje egyenld a kap alkotdjaval. A kip magassaganak
hossza 5+/3 cm. Készits vézlatot!
a) Mekkora a kup felszine?
b) Mekkora a kup térfogata?
¢) Mekkora a kup kiteritett palastjanak kdzépponti szoge?
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I1l. A csonkakip

Ha a kupot elmetssziik egy, az alaplappal parhuzamos sikkal,
akkor egy kisebb kupot és egy masik testet is kapunk, amelyet M}
csonkakupnak neveziink. Az alaplap és a fedSlap sikjanak | =

tavolsaga adja a csonkakup testmagassagat.

Az egyenes korkupbdl szarmaztatott csonkakup térfogata:
M-

V= 3 (r2+r-R+R2).

Megjegyzes: a képlet levezetésekor felhasznaljuk, hogy a levagott (in. kiegészité kuap)
hasonl6 ahhoz a kiphoz, amibdl a csonkakup keletkezett.

A csonkakup felszinét megkapjuk, ha az alapkor és a fedokor
terliletéhez hozzdadjuk a csonkakup palédstjanak felszinét. A w
palast sikba kiteritve korgytiricikket alkot.

A csonkakup felszine 4 = 7 (> + R* +(r + R)-a).

a

A a felszin, r az alapkor sugara, R a fedokor sugara, a az \
3

alkoto.

Mintapélda,

Készitsiik el egy csonkakup alaka vulkdn kicsinyitett modelljét A4-es papirok felhasz-
nalasaval! A 14 cm sugaru korcikk még rafér az A4-es kartonra ugy, hogy 228°-os a kdzép-
ponti szoge. Az alapkort, a fedokort €s a korgytirticikk kisebb ivét neked kell kiszamitanod és
megrajzolnod. A modell magassaga 8 cm legyen! Figyelj arra is, hogy a ragasztashoz a meg-

felel6 helyeken fiilecskéket kell hagyni.
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Megoldas:

14 e
-
_ a
8
14
K a Kl ; K..-.-'..l,n-'iu.-
R O
A korcikk ivhosszabdl kiszdmitjuk az alapkdr sugarat: i:ﬁ- alaphir :ﬁ-2-14-7z, és
360° 360°
228°

ahonnan

ez egyenldé az R sugaru kor keriletével: 2-14-7=2-R-1,

o

R=14-ﬁz8,9 cm.
360

A magassdg: M = 8 cm, a fedOkor sugarat szogfiiggvény segitségével allapitjuk meg:
R 89 8

cosa=—-= = a=505°. a=— z10,4cm,x:iz6,6cm.
14 14 sina tga

Mivelx=R—r,r=2,3 cm. A korcikkb6l 14 — a = 3,6 cm sugart korcikket kell kivagni.

Feladatok

— 26. Egy csonkakup alapkorének sugara 9 cm, a fedokoré 4 cm, az alkotdja 15 cm.
a) Szamitsd ki a csonkakup térfogatat!

b) Szamitsd ki a csonkakup palastjanak teriiletét és felszinét!

77 27. Egészitsd ki a tablazat hidnyzé részeit! Minden adat -
azonos egységrendszerben értendd. r a fedokor sugara, - #
R az alapkor sugara, M a csonkakp magassaga, a az
alkoto, P a palast felszine, 4 a csonkakup felszine és R

" a csonkakup térfogata.

r R a M V P A
a) 5 10 12
b) 12 18 8,0
9) 4 20 1131,0
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77 28. Egy csonkakup alapkorének sugara 12 cm, a feddkoré 8 cm, a magassaga 15 cm.
a) Szamitsd ki a kiegészité kup alkotdjanak hosszat!
b) Szémitsd ki, hogy mekkora kdzépponti szogl korcikkbdl lehet elkésziteni a csonka-
kap paléstjat!
c) Szamitsd ki, hogy a kiegészitd kup térfogata hany szézalé¢ka a csonkaklp térfo-

gatanak!

T 29. Egy gyertyadntd olyan csonkakup alak( gyertydkat 6nt, amelyek alapkdrének atmérdje
10 cm, a fed6koré 6 cm, és a magassaga 8 cm.
a) Hany gyertyat tud kionteni 50 liter folyékony viaszbol?
b) Minden gyertyat kiilon celofanba csomagol, €s a gyertya felszinénél 17%-kal tobbet
kell szamolnia a csomagolashoz. Hany m” celofant hasznal fel a kiontétt gyertyak

csomagolasahoz?

T 30. Osszekeveredett az épitdjaték, szétestek a kupok. A sza-
mok csonkakupokat, mig a betlik kiegészitd kupokat »
jeldlnek, és a tavolsagok cm-ben adottak. Talald meg az

Osszeilldket az aldbbi adatok alapjan! Az 4bra csak 4 [

illusztracio.

AYM=6cm,a=1dm; B)yM=8cm,a=1dm;
C)r=3cm;a=58 mm; D)r=3cm; a=0,5 dm;

) M=100 mm; a=11,7 cm; 2yr=3cm; R=2,1 dm; M =16 cm;
3I)yM=72mm;a=1,2 dm; 4)Yr=6 cm; R=90 mm; a=1,5 dm.

A) — D) kupokat jelol, amelyeknél a az alkotd, M a magassag, r az alapkor sugara.
1) — 4) csonkakupokat jeldl, amelyeknél R az alapkor sugara, » a fedOkor sugara, a az

alkoto, M a magassag.
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IV. A gomb

A gbomb a természet egyik, talan a legfontosabb alapformaja. Bizonyithato,
hogy az egyenld térfogatu testek koziil a gombnek a legkisebb a felszine,
ezért ugrik 0ssze gomb alakt cseppé a folyadék, ha teheti (példaul a
higany). Az égitestek alakja tobbé-kevésbé gomb, és kis golyokkal model-
lezziik a természet sok jelenségét (példaul az atommagot és a koriilotte
keringd elektronokat csakiigy, mint a gazrészecskéket az idedlis gazban, vagy a légszennye-

zést okozd aeroszol részecskéket).

A gomb egy adott ponttol (a kozépponttol) egyenld tavolsagra levé pontok halmaza a térben.
Minden sikmetszete kor, a legnagyobb teriileti sikmetszetet fokornek nevezzik. Ha a gombot
egy sikkal metssziik, akkor gombsiiveg keletkezik (a gdmbsiivegre

vonatkozo Osszefliggéseket megtalalod a fliggvénytablazatban). '
gg g ggveny ) h%_’)

A gomb térfogatat, illetve felszinét az integralszamitas segitségével hatarozzuk meg, ami

talmutat a koz€pszintl érettségi tananyagan.

Az r sugaru gomb térfogata és felszine:

VZ%'I”3-7Z', A=4-r* -7

Feladatok

T 31. Toltsd ki a tablazat hidnyzé részeit!  a gdmb sugara cm-ben, V a térfogat cm’-ben,

’ 2 ’
A a felszin cm”-ben mérve.

A 4
a)
b) 2545
0) 44,6
d) 5236
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= 32

- 33.

- 35.

Dontsd el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, illetve melyik hamis!

a) Ha egy gomb sugarat haromszorosara noveljik, a felszine és a térfogata is harom-
szorosara valtozik.

b) Az egység sugaru gomb felszinének mérdszama haromszorosa a térfogat mérd-
szdmanak.

c) Ha egy 5 cm-nél nagyobb r sugaru gomb sugarat 3 cm-rel noveljiik, a felszine
4. (r + 3)2 -nel novekszik.

d) Ha egy 5 cm-nél nagyobb » sugaru gomb sugarat 3 cm-rel noveljik, a térfogata

%-ﬁ - 7t -vel ndvekszik.

e) Ha két gomb felszinének kiilonbsége 490 cm?, akkor a két gomb sugarat R-rel és

r-rel jeldlve R* —r* =39.

Mekkora annak a gombnek a sugara, amelyre igaz, hogy térfogatdnak mérdszama

duplgja a felszine mérészamanak?

. Egy 7 cm atmérdjii iiveggolyo belill lireges, a falvastagsdg 6 mm. Mekkora az iiveg-

goly6 tdmege, ha az iivegben elhanyagolhaté sulyt levegd van, és az iiveg stirlisége

p =2800 kg/m’, és a tdmeg az m = p - V képlettel szamolhato?

Mekkora oldalu fémkockabdl tudnak onteni 120 darab, 4,6 cm atmérdjii gombot?
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V. Testekkel kapcsolatos szamitasok

Mintapélda;

A szilikon tomitdanyagot hengerekben \l

aruljadk. A henger belsé atmérdje 45 SAILIKON JOMITOAN YAG }

mm, a tubus hossza 21,6 cm, és az aljatél 4 cm-nyi helyet nem szilikon t6lt ki. A henger
folytatasa egy 10,6 cm alkot6ju csonkakup alakt kinyomocsd, amelynek egyik végén 8 mm, a
masik végén 2 mm atmérdji a lyuk. Hany méteres egyenes csikot tudnank kinyomni a cs6bdl?
(A benne talalhato szilikon folyékony, 6sszenyomhatatlan.)
Megoldas:

A henger sugara 2,25 cm, magassaga 17,6 cm. A hengerbe t6ltott szilikon térfogata:

V=225 7176 ~ 280 (cm’).
A kinyomécsé magassaga: V106> —3° ~105,96 (mm), kinyomds utan a kinyomocsében

marad6 szilikon térfogata: ¥, :M(

047 +0,4-01+0,1*)~233 (em’), vagyis a
kinyomott csik térfogata 280 —2,33 = 277,67 (cm’).
A kinyomott szilikoncsik sugara 1 mm, az egyenes csikot hengerként szdmolva, a

271,67

2
A T

hossza: x = ~ 8838,51 mm ~ 8,84 m.

Mintapéldag
Egy szabalyos, négyzet alapt gula oldallapjai 8 cm oldalt szabalyos haromszogek. Mekkora a
beirhato és a koré irhaté gomb sugara?

Megoldas: A gombok kézéppontjai a gila magassagan taldlhatok. A beirt gomb esetén:

m= 8? =43, M =m*> —4* =/32 ~5,66 (cm). A derékszogii hdromszdgek

., . r M-r a-M 8-5,66
hasonldsaga miatt — = = r= =
a m 2m+a 8J3+8

~ 2,1 (cm).

2
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A koré irhaté gomb kozéppontja egybeesik az alaplap kozéppontjaval, mert a négyzet atloja
egyenld a testmagassag kétszeresével, igy a sugar: R = aT =42 ~ 5,7 (cm). Ha ezt nem

vesszilk észre, akkor a jelolt derékszogli haromszogre irjuk fel a Pitagorasz-tételt.

y:a%=4«/5 (cm),

2y M? a’ a V2
R'=y'+(M-RY = R=2"" _ =L g -4J2 cm,
v+ (M=) W a2 2
2

Osszetett testek

77 36. A szomszéd szeretett volna hétvégi telkére egy jurtat, és talaltunk is egy angol nyelvii

honlapot az interneten, ahol rendelni lehet.

A szavak jelentése:
Diameter: atméré

Wall Height: falmagassag
Roof Height: tetémagassag Diameter (feet)

feet: 1ab (1 1ab = 30,48 cm) Wall Height (feet)
rorras: | ROOF Height (feet)

[http://www.yurtworkshop.com/yurts/10foot

MongolianGer.aspx]

Mekkora a jurta felszine és térfogata? (Az egyszerliség kedvéért modellezziik alul-feliil nyitott
henger és ktip 6sszerakdséaval a jurtat.)

Megjegyzes: A hiivelyk a tizes szamrendszeren alapuld mértékrendszer el6tti id6szak
azon alapegységeinek egyike, amely az emberi test egyik részét, a hiivelykujj
nagysagat vette mértékiil. A hiivelyk a tizenkettes mértékrendszerbe tartozik; egy
labnak a 12-ed része. Egy hiivelyk 12 vonalbdl all, azaz 2,6 cm (tehat egy vonal 0,2
cm). Négy hiivelyk (azaz 10,4 cm) alkotott egy markot. A hiivelyk német neve (Zoll)
is elterjedt: coll. Ezt az elnevezést foleg kézmiivesek, acsok, asztalosok hasznaltak
(colos deszka, colos szeg stb.). [Forras: Magyar néprajzi lexikon]
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37

= 38.

= 39.

=7 40.

Az abra egy 9 mm atméréju l0szer oldalnézetét mutatja.

Végezz méréseket az abran, és szamitsd ki a lovedék

felszinét és térfogatat!

Egy csonkaktp alaku parfiimds iiveget kartondobozba csoma-
golnak. A doboz méretei: 6 cmx6 cmx8 cm, a parfiimds liveg mé-

retei: a feddlap atmérdje 5 cm, az alaplap atmérdje 3 cm, a magas-

saga 7 cm.
a) Hany ml parfiim van az iivegben, ha az iiveg térfogatdnak
56%-a a folyadék?

b) A doboz térfogatanak hany szazaléka ,,ires”, azaz nincs kitoltve a parfiimds

iveggel?

4 darab 9 cm atmérdji, gdbmb alaki gyertyat csomagolnak

kartondobozba, szorosan egymas mellé.

a) A doboz térfogatanak hany szazalékat toltik ki a gyertyak?

b) A sériilések elkeriilése érdekében a gyertyak kozé az alaplap kozepére egy hunga-
rocell hengert tolnak, ami a gyertyakat érinti, ¢s nem engedi elmozdulni. Legfeljebb

mekkora legyen a henger sugara?

Egy teniszlabdagyarban 3 labdat csomagolnak két-

féle csomagolasba: négyzetes oszlop, illetve henger
alaku, milanyag oldalfala dobozba. A dobozokat kar-
tonokkal zarjak le, mindkét végiikon. A labdak
atmérdje 6,5 cm.

a) Mekkora teriiletli kartonra, illetve millanyagra van

900

sziikség az egyes dobozok elkészitésé¢hez?
b) A dobozok térfogatanak hany szézalé¢ka a harom teniszlabda térfogata?

c) Anyagfelhasznalas és térkitoltés szempontjabol melyik dobozt célszeriibb gyartani?
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T 41. 4 cm atmérdjii fagolyokat négyesével kis (téglatest

alakt) dobozokba csomagolunk ugy, hogy azok ne { ]

16tydgjenek a dobozokban. A két szoba jovo elren-

dezést feliilnézetbdl lerajzoltuk. \ '

A dobozokat atlatsz6 miilanyag foliaval fedjiik le, a |

doboz tobbi része kartonpapirbol késziil. A j :

ragasztashoz, hegesztéshez hozzaszamoltuk a doboz S AR S s

méreteibdl adodo anyagsziikséglet 10%-at.

a) Mennyi az anyagsziikséglet egy-egy dobozfajtanal a két felhasznalt anyagbol kiilon-
kiilon?

b) A négyzet alapi dobozban a fagolyok kozotti teret allagmegovasi célbol tomitd
anyaggal toltik ki. A doboz térfogatanak hany szazalékat teszi ki a tomitd anyag

térfogata?

T 42. Egy 8 cm bels6 atmérdji, 9,5 cm belsé magassagi csészében 3 dl viz van. Mennyivel

emelkedik meg a vizszint, ha a csészébe beletessziik az alabbi targyakat?
a) b) c) d) e)

d=6 8 d=2,5

N

6

N
J
=
0

D=6

Minden tavolsagot cm-ben adtunk meg.

=7 43. Egy ipari alpinista csoport azt a megbizast kapja, hogy ‘

90 ¢m

fesse le az itt lathato, hengerbdl és kupbol dsszedllitott

kilato kiilso feliiletét. A teté kap alaku, a torony szélé-
tél 4040 cm tavolsagra nyulik ki. Az egész torony -

magassaga 25,1 m. Hatdrozd meg, hogy a tetdre és a

vakolatra hasznalt festékbél hany m’-re valét kell a

csapatnak beszereznie! T .

7.3 m
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44,

Az abran lathato disz egy derékszogli haromszog atfogd
koriili megforgatasaval keletkezett. Két kuapot kaptunk, az
egyik magassaga 4,5 cm, a masiké 8 cm.

a) Mekkora a disz kiils felszine? ‘

b) Mekkora a disz tomege, ha a siirlisége 1,22 g/cm’?

Beirt és koré irhato testek

=7 45,

= 46.

=47,

77 48.

49.

Egy 8 cm sugart, 15 cm magassagu fakupbol a lehetd legnagyobb sugarti gombot

akarjuk kifaragni. A kup anyaganak hany szdzalékat kell eltavolitani?

Egy gomb koré és a gombbe irt kocka ¢€leinek kiilonbsége 8 cm. Mekkora a gomb

térfogata ¢és felszine?

Mekkora annak a kockénak az éle, amelyet egy 16 cm alapélii, 20 cm magassaga
szabalyos négyoldalu gulaba irunk ugy, hogy a kocka egyik lapja a gula alaplapjan
talalhatd, masik négy csticsa pedig

a) az oldallapok magassagvonalain; b) az oldaléleken?

Egy félgomb alaku szinpadi satrat 4 fliggdleges és a felsd végiiket 0sszekotd
4 vizszintes, 5,6 méteres, kockat formazo fémoszlop tart. A kocka alaplapjanak kozép-

pontja éppen a gdmb kdzéppontjaban taldlhat6. Mekkora a satorponyva felszine?

Egy szabdlyos, négyzet alapti gula oldallapjai a oldalti szabalyos haromszogek.

Mekkora a beleirhat6 és a koré irhaté gomb sugara a-val kifejezve?
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Vegyes feladatok

= 50.

7 51

= 52.

= 53.

=1 54.

=7 55.

=7 56.

=1 57.

Két hasonld henger felszinének aranya 4 : 25, az egyik alapkorének sugara 15 cm-rel
nagyobb a masik alapkdrének sugaranal. A kisebb henger felszine 2136,3 cm’.

Mekkora a nagyobb henger térfogata?

Egy 24 cm magas egyenes korkupot a cstcstol szamitva mekkora tdvolsdgban kell az
alaplappal parhuzamos sikkal elvagni, hogy a lemetszett kipnak fele akkora legyen

a) a térfogata, b) a palastja, mint az eredeti kiipnak?

Csucsara allitott kipot magassaganak feléig toltiink meg vizzel. A testmagassag hany

%-aig ér a viz, ha a kupot megforditva az alaplapjara allitjuk?

Ferde korkup alapkorének teriilete 452,4 cm?, a leghosszabb alkotd 42°-o0s szoget zar

be az alaplappal. Mekkora a legrovidebb alkoto, ha a kup magassaga 15 cm?

Egy forgaskup alapkorének sugara 10, felszine 224 n egység. Hényszorosara
novekszik a kup térfogata, ha alkotoit 10 egységgel meghosszabbitjuk?

Egy csonkaktp feddkorének sugara 5 cm-rel kisebb az alapkdr sugardndl, testma-

gassaga 19,4 cm. Mekkora a felszine, ha a térfogata 5617,3 cm’?

Egy csonkakup alapkorének sugara 4 m, fedokorének sugara 120 cm, és az alkotok az

alaplappal 48°-o0s szoget zarnak be. Mekkora a csonkakup felszine és térfogata?

Egy csonkakup alaku cserép aljanak atmérdje 21 cm, tetejének atmérdje 30 cm és
magassaga 28 cm. Hany liter virdgfoldet vegyiink a cserépbe, ha a magassaganak

85%-4aig akarjuk feltolteni?
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77 58. Mekkora annak a csonkakupnak a felszine és térfogata, amely az egyenletével meg-
adott e egyenes megjeldlt szakaszanak x tengely koriili megforgatasaval keletkezik?
a)e:y=—x-31<x<6; b) e: y=-2x+9;1<x<4;
c)e:2y—-x=42<x<10.

— 59. A Fold felszinének 80%-a viz. Mit gondolsz, melyik a nagyobb: a teljesen szaraz Hold
felszine, vagy a Foldon a szarazfoldek tertiletének 6sszege? A Fold sugara 6370 km, a

Hold 4tmérdje 3476 km.

7 60. Egy asztali disz 5 darab olyan gdmbbdl 4ll, amelyek sugara 1 cm-rel
novekszik az el6z0hoz képest, és az elsé gomb sugara 1 cm.
a) Mekkora az 5 gobmb térfogatanak 6sszege?
b) Becsiild meg, hogy az asztali disz anyagabdl hany darab 38 mm

atmérdjli pingponglabda készithetd!

7 61. A fold kérge és a foldkopeny legfelsd része dsszefiiggd

és egyiitt mozgod réteget alkot, ezt nevezziik a fold
kézetburkanak (litoszféra). Hatirozd meg az 4bra S
alapjan, hogy a szilard kozetburok térfogata hany
szazaléka az egész fold térfogatanak? (Tekintsik a

Foldet gomb alakunak.)

6371

— 62. Egy 9 cm és 12 cm befog6ju derékszogli haromszoget megforgatunk az egyik oldala
koriil. Allitsd nagysagrendi sorrendbe a keletkezd testek felszinét és térfogatat, ha
a) a rovidebb befogoja; b) a hosszabb befogoja;

c) az atfogdja mentén forgatjuk meg?
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= 63.

= 64.

65.

= 66.

=7 67.

68.

69.

70.

Egy hurtrapézt megforgatunk a szimmetriatengelye koriil. A trapéz alapjai 58 mm ¢és

20 mm, szarai 32 mm hosszuak. Mekkora a keletkezo test térfogata és felszine?

Egy paralelogramma két oldala 4 cm ¢és 2 cm, a koztiik levé sz6g 60°-0s. Mekkora
annak a testnek a térfogata és felszine, amelyet a paralelogramma hosszabb oldal

koriili megforgatasaval kapunk?

Az elsé test ugy keletkezett, hogy egy r sugaru és _

r magassagu hengerbdl kifurtunk egy csucsara s ’

allitott, ugyanolyan sugari magassagu kupot. A

masodik test egy r sugaru félgomb. Hasonlitsd '

Ossze az alaplaptol tetszéleges x tavolsagban (x <r) a két test tengelyre merdleges

metszetének teriletét!

Lézergravirozassal egy kockdba 10 cm atmérdjii gdombot graviroznak, majd a gdmbbe
egy olyan egyenes szabalyos hatszog alapi gulat, amelynek minden csticsa a gdmb

feliiletére esik. Mekkora a gula éle, ha a magassaga az alapél kétszeresével egyenld?

Mekkora sugarti gdmb irhatd egy olyan szabalyos sokszdg alapi egyenes hasab kore,
amelynek magassaga az alapél kétszerese? Az alapél 6 cm és az alaplap

a) négyzet; b) haromszog; c) hatszog; d) 6tszog?

Mekkora sugarii gomb irhat6 egy 12 cm €l szabalyos

a) tetraéderbe; b) tetraéder koré?

Egy 5 cm és egy 10 cm-es gomb kiviilrdl érinti egymast. Hatarozd meg, hogy mekkora

a gdbmbok koré irhato kap felszine és térfogata!

Egy csonkakup alaplapjai 12 cm és 4 cm atmérdjii korok, magassaga 12 cm. A kisebb
alapjara allitva a testet egy olyan gdmbot ejtettiink bele, ami teljesen beleszorult.

Milyen messze van a gdmb a felsd alaplaptol?
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2N

71. A kristdlyokban az atomok, molekuldk, ionok racsszerkezetben helyezkednek el,
amelynek legkisebb ismétlodo egységét elemi cellanak nevezziik. Egyes kristalyokban
az elemi cella kocka alaku, ezek a kobos racsok. Hatarozzuk meg a kovetkezd harom
kobos racs térkitoltési hatasfokat! (A térkitoltési hatdsfok a cellatérfogatnak az a része,

amit az egyforma gomboknek tekintett részecskék kitdltenek.)

a) egyszerl kobos racs b) tércentralt kobos racs ¢) lapcentralt kobos racs
L 9 @ a9 ® ® @
&  J L & L L
@ ° e
® ] @
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Kislexikon

Henger:

Henger Korhenger Egyenes Egyenl6 oldala
korhenger henger (d = M)

Adott az alapsikon egy gorbe vonallal hatarolt sikidom (alaplap) és egy egyenes, amely az
alapsikkal nem péarhuzamos. Ha a gorbe minden pontjan keresztiil parhuzamost huzunk az
adott egyenessel (alkotok), hengerfeltletet kapunk. Ezt elmetssziik egy, az alapsikkal par-
huzamos sikkal (feddlap). Az igy keletkezd, az alaplap és a fed6lap kozé esé térrészt nevez-
ziik hengernek. Ha a gorbe kor, a test neve kdrhenger. Egyenes kdrhengernél az alkotok
merblegesek az alapsikra. A test gorbe hatarolo feliiletét palastnak nevezziik. Az alaplap és a
fedblap sikjanak tivolsaga adja a testmagassagot.

Korhenger térfogata: ¥ = 7> -z - M , ahol r az alapkor sugara, M a testmagassag.

Korhenger felszine: 4 =27z +2raM =2rz(r + M), ahol r az alapkdr sugara, M a

testmagassag.

Az egyenes henger palastja: sikba kiteritve téglalap, felszine:

A=2rr+2rm M =2rz(r+M). :'//

K._.

alapkar

114 ;’1/{
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Kup:

M A
! M

Kuap Korkap Egyenes Csonkakup
korkap

Adott az alapsikon egy gorbe vonallal hatarolt sikidom (alaplap) és egy pont az alapsikon
kiviil (csucspont). Ha a gorbe minden pontjat egyenesek segitségével 0sszekotjiik az adott
ponttal, kupfeliiletet kapunk. A keletkez6 korlatos testet kUpnak nevezziik. Ha a zart gérbe
kor, a test neve korkup. Egyenes kérkupnak nevezziik a korktpot, ha a pontnak az alaplap
sikjara es0 merbleges vetiilete az alapkor kozéppontjaba esik. A test hatarold feliiletét
nevezzilkk palastnak (egyenes korkup sikba kiteritett palastja korcikk; a palast az alaplapot
nem tartalmazza), a cstcspont €s a gorbe pontjai altal meghatarozott szakaszokat pedig

alkotoknak. Az alaplap sikjanak és a csucsnak a tavolsaga adja a kUp magassagat.

Kup nyilasszoge:

Ha az egyenes korkupot elmetssziik egy olyan sikkal, amely a kup

magassaganak egyenesét tartalmazza (tengelymetszet), akkor egyenld- A
szaru haromszoget kapunk (alapja az alapkor atmérdje, szarai a kup alko- = G
to1). Masként: az egyenes korkup tengelymetszete egyenldszarti harom- =
szOg. A szarak altal bezart szoget () a kUp nyilasszogének nevezziik. Az o

egyenes korkip szimmetrikus barmely, a tengelyét tartalmaz6 sikra.

A sugr, a testmagassag és az alkotok kozott fennall az r > + M * = a” dsszefliggés.

alapteriilet - magassag

Kap teérfogata: V = 3

Osszefiiggéssel szamitd ki, az egyenes korkap

2
térfogata tehat: V' = # , ahol r az alapkor sugara, M a kiip magassaga.

Kup felszine: 4=rz(r+a), ahol r az alapkor sugara, a a kip alkotoja.
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Csonkakup:

Ha a kupot elmetssziik egy, az alaplappal parhuzamos sikkal,
akkor egy kisebb kupot és egy masik testet is kapunk, amelyet M|
csonkakupnak neveziink. Az alaplap és a fed6lap sikjanak (1 R-r

tavolsaga adja a testmagassagot.

Csonkakup térfogata:

Az egyenes korkupbol szarmaztatott csonkakup térfogata: V' = d (r2 +7-R+R* ) , ahol

M a csonkaktp magasséaga, r a fedOkor sugara, R az alapkor sugara.

w

Csonkakup felszine: A=r-(+> + R* +(r+R)-a), ahol a a
csonkakup alkotoja, » a fed6kor sugara, R az alapkor sugara. a

A csonkakUp palastjanak felszine: P = (r+ R)ar. ,\

GOmb: egy adott ponttol (a kdzépponttdl) egyenld tavolsagra levd pontok halmaza a térben.

Minden sikmetszete kor, a legnagyobb teriiletli sikmetszetet fokornek nevezziik.

e, A=4-r*-1.

4
Az r sugar gomb térfogata és felszine: V' = 5

GoOmbsuveg: ha a gombot egy sikkal metssziik, akkor gdmbstiveg

keletkezik. v/)
—
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I. Adatsokasagok

Mintapélda,

Egy haziorvos feljegyezte, 150 betege 1 év alatt hanyszor kereste fel a rendeldjében:

3/2/6(2,6/(5(22{3]1(|1015|9 7|2 ,5|1|5/4|9]7125/19|8 2|5

8 |/10(16/15/ 5|7 |8|3]6|6(21/6|9|4|5]6|6|22/8|11/23/8|5|9 /|6

11516 (28771221174 |11 8|1 |4|12|13|9|23/14/5 |2 |6 |6 |11 3

14/6 | 844682918/ 5|8 |8 |17/4|4|5|18]7 3 ]11/23]/20/10]6 |6

a) A doktort legtobbszor, illetve legkevesebbszer felkereso betege kozott hany alkalom eltérés
volt?
b) Van-e a feljegyzett adatok kozott leggyakrabban eléforduld esetszdm, azaz mondhatja-e a
doktor: ,,A legtobb betegem ... alkalommal keresett fel.”?
c) Atlagosan hany alkalommal keresték fel betegei az orvost?
Megoldas:
a) Az orvost legkevesebbszer felkeresd beteg nem is jart ebben az évben az orvosnal,
azaz 0 alkalommal kereste fel, az orvost legtobbszor felkeresd beteg 29-szer jart ott.
A legkisebb és legnagyobb érték kozti kiilonbség tehat 29 -0 =29 . Ezt az értéket az
adatsokasag terjedelmének nevezziik.
b) Azt az adatot keressiik, amely a legtobbszor fordul el az adatsokasagban, azaz az
adatsokasdg moduszat.
A fenti tdblazat nehezen attekintheté a leggyakrabban eléforduld adat megtalala-
séhoz. Készitsilk gyakorisagi tablazatot, amely megmutatja, az egyes szamok

milyen gyakorisaggal fordulnak eld a tablazatunkban:
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gyakorisag

alkalom | gyakorisag | alkalom | gyakorisag | alkalom | gyakorisag
0 2 10 5 20 2
1 7 11 6 21 1
2 6 12 2 22 3
3 7 13 4 23 3
4 10 14 3 24 1
5 16 15 2 25 1
6 17 16 3 26 0
7 14 17 3 27 0
8 14 18 4 28 1
9 10 19 2 29 1

Még latvanyosabb, ha

risagat:

oszlopdiagramon abrazoljuk az alkalmak szamanak gyako-

O NWhOON®

 ;

i

i

e

o
-
N
w
IS

o
(o2}
~

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

alkalmak szama

A grafikonon ¢€s a tablazatbol is lathatjuk, hogy a legtobb beteg 6 alkalommal kereste

fel az orvost, tehat az adatsokasag modusza 6.

c) Egy adatsokasag atlaga az adatok szamtani kozepe:

X =

n

X, + X, + ot X,

[lyen sok adatbdl ugy célszerli szdmtani kozepet szamolni, hogy a gyakorisagi

2:0+7-1+6-2+7-3+...+1-28+1-29

tablazatot hasznaljuk: X =

150

~891.
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Mintapélda,

A fenntart6 onkormanyzat jelentést kért az el6z6 példabeli orvostol, hogy milyen gyakorisag-

gal latogatjak a betegei.

a) Soroljuk egyenld széles osztalyokba az adatokat, majd abrazoljuk az egyes osztalyok
gyakorisagat!

b) Szdmitsuk ki annak valdszinliségét, hogy Mari néni — aki az orvos régi betege — 25 alka-

lomnal t6bbszor kereste fel a doktort az év folyaman!

Megoldas:
a) Ha mar elkészitettiik a gyakorisagi tablazatot az el6z6 feladathoz, konnyti dolgunk
van. Ha mégsem, irjuk fel az osztalyokat, majd mellettiik hizzunk striguldkat, igy

aranylag gyorsan el tudjuk késziteni a gyakorisagi tablazatot ilyen sok adatbdl is.

osztaly |gyakorisag

0-5 48

6-10 60

11-15 17

16-20 14

21-25 9

26-30 2 0-5 6-10  11-15 1620 2125  26-30

b) 150 beteg koziil 2 olyan van, aki 25-nél tobb alkalommal latogatta. (Ez a 26-30
osztaly gyakorisaga.) Annak valoszintisége, hogy Mari néni kozéjiik tartozik:

P :i ~1,33%.
150

Eszrevehetjiik, hogy a szamitott valdsziniiség megegyezik az osztily relativ

gyakorisagaval.
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Mintapélda;

Az alabbi tablazat 250 fiu testtomegét mutatja 100 gramm pontossagra kerekitve.

a) Abrazoljuk a kumulativ (latin: 6sszegyiijtott, felhalmozott)
gyakorisdgot vonaldiagramon!
b) Szamitsuk ki, mi az atlaga a 250 i tomegének!
Megoldas:
a) A gyakorisagok fokozatos Osszegzésével nyert gyakorisag

a kumulativ gyakorisag. Készitsiik el elészor azt a
tablazatot, mely segitségével a grafikont meg tudjuk
rajzolni!
Az egyes sorokba most azoknak az elemeknek a

gyakorisaga keriil, melyek nem nagyobbak, mint az el6z6

Tomeg (kg) | Fiuk szama
44,0-47,9 3
48,0-51,9 17
52,0-55,9 50
56,0-57,9 45
58,0-59,9 46
60,0-63,9 57
64,0-67,9 23
68,0-71,9 9

osztalyok valodi fels6 hatara. Példaul az 58,0 — 59,9 osztalyba akkor tartozik egy

elem, ha az kisebb, mint 59,95, hiszen e folott kerekitéssel mar a kdvetkezo osztalyba

tartozna.
Tomeg Fiuk
(kg) szdma A gyakorisag

300
m<47,95 3

250 B
m<51,95 [ 20 . P
m<55,95 | 70 s /
m<57,95 | 115 5 A

P4

m<59,95 | 161 o <
m<63,95 218 0 T tdmeg .(]f.g’)
m<67,95 | 241 40 45 50 55 60 65 70 75
m<71,95 250

b) Az atlag kiszamitasahoz sziikség lenne a fiuk Ossztomegére. Ezt viszont pontosan

nem tudjuk megadni, hiszen pontosan egyetlen fit tomegét sem ismerjiik. Ilyen

esetekben az osztalyhatdrok szamtani kozepével, azaz az osztalykozéppel szamol-

hatunk. Hogy mely osztalyhatarok szamtani kozepét vessziik, az teljesen mindegy,

hiszen az osztalyhatarok (pl. 44 és 47,9) és a valddi osztalyhatarok (jelen esetben

43,95 és 47,95) szamtani kbzepe azonos: 44+479 _

4595

2

 4395+4795
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A fitk 6ssztomege tehat:

44+47’9-3+48+51’9-17+52+55’9-50+56+57'9-45+58+59’9-46+
2 2 2 2 2
+60+63’9-57+64+67'9~23+68+71'9~9=14636,5kg.
2 2
. 14636,
Az atlagos testtomeg pedig 6365 = 58,546 kg.

Feladatok

T 1. Egy parkol66r megszamolta, hanyan iiltek azokban az autokban, |

melyek a parkoldjaba behajtottak reggel 8 és 10 kozott.

Emberek szama 112113145

Kocsik szama 41 |133|18| 6|2

a) Atlagosan hanyan iiltek egy-egy személyautoban?
b) Szemléltesd kordiagramon az egy autdban iil6k szdmanak megoszlasat!
¢) Szamitsd ki annak valdszintiségét, hogy az elsének érkezo kocsiban legalabb négyen

utaztak!

2. Az egyik, 0j lakéasokat értékesité vallalat tigy hirdette meg lakasait, 8
hogy futni lehetett a kedvezményért. Ahany masodperccel kordbban
odafutottak egy adott helyrél az épiild hazhoz, mint a meghirdetett g

szintidé, annyi négyzetméter burkolatot kaptak ingyen. Mieldtt a

szintidét megallapitottak volna, megkértek 50 embert, hogy fussa le a |}
tavot. Ugy akartak megadni a szintid6t, hogy az emberek 50%-anak sikerélménye
legyen, ¢és legalabb 1 négyzetméternyi kedvezményt kaphasson. A probaként futdk a

kovetkezd eredményeket érték el masodpercekben.

61 18316296 |66|61 (928769 |91|82]62|80|86[97|72|78

68 | 88163 85637319966 |82|61 |8 |63|73|65|89]|95]61

72189192176 75|77 75|88 |87[91|84|73|67|76|82|79




162 MATEMATIKA ,A” » 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

a) Mekkora az adatsokasag terjedelme? (Azaz hany masodperc az idokiilonbség a
leggyorsabb ¢és leglassubb kozott?)
b) Milyen szintiddt javasolndl a fenti probafutds utan, ha te lennél a vallalat értékesitési

vezetdje?

. Angliaban a Cornwall-félszigeten egy régi agyagbanya teriiletén hatalmas félgombok

hivjék fel magukra az arra jarok figyelmét. Az Eden-terv iiveghdzai, a XXI. szazad
botanikus kertje a brit korméany és az EU segitségével jott 1étre. A projekt 140 millid
euroba keriilt és a tervek szerint évente 600 ezer latogatot fogad majd. A ,,buborékok™
koriil kertek boritjak az oOreg felszini banyat. Bent az iiveghdzakban tropusi
novényekben gyonyorkddhet a latogatd. A kert
kozepén nagy tablan a kovetkezd informa-
ciosor olvashatd: ,,Ha a fold 0sszezsugorodna
egy 100 lakosu falu méretére, 57 azsiai,
21 eurodpai, 14 amerikai és 8 afrikai élne rajta.

A szazbdol 70 fehér és 30 nem fehér lenne.

89 lenne heteroszexualis és 11 homoszexualis. £ -,: I‘ :
Hat tulajdonosé lenne a vilag gazdasaganak 59 szézaléka, és mind a 6 az USA-bol
szarmazna. Nyolcvanan éIlnének rossz lakaskoriilmények kozott, hetvenen nem tudna-
nak olvasni, és Gtvenen lennének alultiplaltak. Egynek lenne felsdfoku képzettsége €s

ugyancsak egynek szamitogépe.”

a) Abrazold savdiagramon a fold népességének eloszlasat kontinensek szerint!
b) Abrazold kordiagramon az olvasni tudok, illetve az analfabétak aranyat!

¢) Abrazold kordiagramon az ¢hezdk és a nem éhezok aranyat!
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Il. Kozépértékek

Mintapélda,
Az alabbi tablazat egy évfolyam fiainak testmagassagat mutatja egy kozépiskolaban.
a) Készitsiik el az egyes testmagassagokhoz tartozd gyakorisagi tablazatot!
Valaki — a tablazat ismeretében — ki akarja taldlni, hogy a névsorban a legelsd fit milyen

magas. Melyik értékre adja a voksat?

186 | 179 | 171 | 167 | 167 | 184 | 174 | 176 | 182 | 179 | 186 | 164 | 178 | 177 | 165

184 | 189 [ 175 | 167 | 190 | 177 | 175 | 176 | 176 | 175 | 183 | 179 | 186 | 188 | 166

1741169 | 175 | 188 | 185 | 172 | 169 | 184 | 173 | 169 | 185 | 171 | 166 | 170 | 181

180 | 170 | 168 | 178 | 171 | 167 | 189 | 178 | 178 | 165 | 177 | 170 | 186 | 180 | 179

1751168 | 187 | 176 | 173 | 168 | 170 | 172 | 177 | 184 | 175 | 169 | 167 | 179 | 181

180 | 176 | 172 | 175 | 176 | 170 | 171 | 175 | 180 | 173 | 182 | 177 | 165 | 175 | 188

1771166 | 171 | 170 | 180 | 168 | 167 | 179 | 176 | 184 | 182 | 172

Megoldas:
Készitsiik el a kiilonb6zé magassagértékek gyakorisagi tablazatat. A legnagyobb

gyakorisaggal rendelkezd magassagértékre érdemes szavazni.

164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170 | 171 | 172
1 3 3 9 4 4 6 5 4
173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180 | 181
3 2 8 7 6 4 6 5 2
182 | 183 | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 190
3 1 4 2 3 1 3 2 1

A legnagyobb gyakorisdgi magassagérték a 167 cm, erre érdemes tippelni. Ennek

valoszintisége % ~ 0,088.

b) Ezen az évfolyamon a fiuk elhatdrozzak, hogy a tanév végén szerenadot adnak, és szere-
nadra egyforma polot rendelnek maguknak. A polok méretezése a kovetkezo:

S M L XL XXL
160-168 | 168-176 | 176-184 | 184-192 192—

Készitslink tablazatot, amelybdl kideriil, melyik méretbdl hanyat kell rendelni.
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Megoldas:
A méretezéskor a magassagokat 8 cm szélességii osztalyokba soroljak. Eszrevehetjiik,
hogy bizonyos magassdgok két osztalyba is illenek. Ezeknél az értékeknél dontsiink a

kényelmesebb, nagyobb méret mellett.

S M L XL XXL
160-168 | 168-176 | 176-184 | 184-192 | 192-200
16 36 34 16 0

¢) A boltban kideriilt, hogy csak akkor kapnak kedvezményt a nagy tételli vasarlasra, ha mind

a 102 polot azonos méretben rendelik meg. Vitatkozni kezdtek azon, hogy melyik is legyen

ez az egyetlen méret.

e Janos azt javasolta, akkora po6lot vegyenek, amelyik egy atlagos testmagassagu fiara
illene.

o A, kozéputas” Marci azt javasolta, valasszanak polot a tornasor kozépsé emberének.

e Péter azt mondta, azt a méretet rendeljék, amelybdl amugy is a legtobbet rendeltek
volna.

e Gabor amellett kardoskodott, hogy annak a magassagnak megfeleld méretet rendeljék,
amelyiknek eltérése az Osszes fiuétol a legkisebb, igy lesz az eltérés a legkevésbé
feltiing.

e A 167 cm magas Sanyi allitotta, olyan p6lot kell venni, ami a tobbségnek jo, és mivel a
vele egy magassagiak vannak a legtobben, ezért az S méret a nyero.

e A colos Laci arrol gyozkodte a tobbieket, hogy az XL méretet vegyék, hiszen mig a
nagy legfeljebb egy kicsit ,,laza” lesz, 6 bele sem fér a kisebbekbe.

Allapitsuk meg, melyik méretet kell venni Janos, Péter, Gabor, illetve Marci javaslatara!

Megoldas:
Janos: Szamitsuk ki az adatsokasag atlagat, azaz szamtani kdzepét!

o 1-164+3-165+3-166+9-167+...+2-189+1-190

Atlag: 175,41. Ennek megfeleld méret az M, de ha ezt az értéket egészekre
kerekitjiik, megallapodasunk szerint mar az L méretet kellene valasztani.

Péter: Az M osztaly gyakorisaga a legnagyobb (36).

Marci: ugyanezt javasolta, hiszen a ,tornasorban” a kozéps6 a magassagadatok
medianja. Ebben az esetben nincs kdzépsd ember a tornasorban, ugyanis paros

szamu adatunk van. Ilyenkor a medidn a két kozépsoé adat szamtani kozepe.
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Nézziik, milyen adat all az 51. és az 52. helyen: Mindkét adat a 175 cm, igy az
adatsokasag medidnja a 175, ennek megfeleld poloméret az M.

Gabor: Keressiik azt a szamot, amelyre az eltérések abszolutértékének osszege a lehetd
legkisebb. Tudjuk, hogy egy adatsokasag medidnja az szam, melynek atlagos
abszolit eltérése az adatoktol a leheté legkisebb, igy Gabor is azt javasolja,
hogy a mediannak megfelelé méretet vasaroljak.

A vita eredményeként végiil az M méretet valasztottak.

d) Szamitsuk ki a fenti adatsokasag esetén az atlagtdl vett atlagos abszolut eltérést, a mo-

dusztol vett atlagos abszolut eltérést, valamint a mediadntol vald atlagos abszolut eltérést!

Megoldas:
164 165 166 167 168 169 170 171 172
1 3 3 9 4 4 6 5 4
173 174 175 176 177 178 179 180 181
3 2 8 7 6 4 6 5 2
182 183 184 185 186 187 188 189 190
3 1 4 2 3 1 3 2 1

Az adatsokasag atlaga X =175,41. Az atlagtol valo atlagos abszolut eltérés:
Ax 1-[164—X|+3-[165—-X|+3-[166 — X| +...+2-[189 — X+ 1-[190 - X| 5
B 102 )

,56.

Az adatsokasdg moédusza Mo =167. A modusztdl vett atlagos abszolut eltérés:

A% = 1-[164 — Mol +3-[165— Mo|+3-[166 — M0| +...+ 2 -[189 — Mo| + 1190 — Mo|

~ 8,65
102
Az adatsokasdg medianja Me =175. A mediantdl vett atlagos abszolut eltérés:
_ 1-]164 — Me|+3-[165 — Me| + 3-[166 — Me|+...+ 2189 — Me| + 1-[190 — Me| 555

e 102

Az emlitett kozepek koziil a median olyan tulajdonsagu, hogy a téle valoé atlagos abszolit
eltérés a lehetd legkisebb. Tehat elobbi példankra utalva, ezt a méretet valasztva lesz a
méretbeli kiilonbségek atlaga a legkisebb.

A médusznak megvan az a jo tulajdonsdga, hogy erre tippelve taldljuk el a legnagyobb
valoszintiséggel a leggyakoribb értéket, hiszen ennek gyakorisaga, igy relativ gyakorisaga a

legnagyobb.



166 MATEMATIKA ,A” » 12. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

Az atlag alkalmas arra, hogy megadjon egy olyan értéket, mellyel helyettesitve az

adatsokasag értékeit az osszeg valtozatlan lesz.

Van a kozépértékektdl valo atlagos abszolut eltérésen kivill egy masik mutato is, ami jelzi,
mennyire térnek el az adatok a kozépértéktdl. Ha az eltérések abszolut értéke helyett azok
négyzetének szamitjuk az atlagat, atlagos négyzetes eltérésrol besz¢liink. Ha az atlagtol vett
eltérések négyzetének vessziik az atlagat, az a leggyakrabban hasznalt szorasnégyzet.

Ez a legtobb zsebszamoldgépen egy billentytlivel kiszamolhato.

, (= XP (%, =x) +.+(x, =X

Mintapélda;
Szamitsuk ki az el6z0 feladatban szerepld adatok atlagos négyzetes eltérését a
a) modusztol; b) mediantol; c) atlagtol.

Szamitsuk ki a szorast is!

Megoldas:
(x, —=Mo)’ +(x, —Mo)’* +...+(x, —Mo)* _
- -
_1:(164-167) +3165-167) +..+2-(189-167) +1-(190-167) . . .
- 102 S
(x, —Me) +(x, —Me)’ +...+(x, —Me)’* _
E -
_ 1(164-175) +3.065-175) +..+2- (189 —175) +1-(190-175)"

102
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_1-(164-175,5) +3.165-175,5)" +..+2-(189~175,5)" +1-(190 - 175,5)
102

~44.80.

Lathatd, hogy az atlagtol szamitott szorasnégyzet a legkisebb.
A szoras: 6 =6’ = 6,69.

A szoras a terjedelemhez hasonlo jellegii mutato. Kis szordsa annak az adatsokasagnak van,

ahol az értékek kevéssé térnek el az atlagtol.

Feladatok

T 4. Az alabbi grafikonok azt mutatjak, hogy egy 16 éves idszakban (1990-2005)
e hanyan valtoztattak lakhelyet az egyes években (az szamit lakhelyvaltoztatdsnak, ha
masik telepiilésre koltozik);

e hogyan valtozott (koltézések miatt) az egyes telepiiléstipusok 1¢élekszama.

A koltozés miatt vandorlok szama
250

240

230 4 ____ —

220 4 [

210 4 7 — 1 —

200 5 — o 1 1 1 —

190 —— — o —

180 ﬂ — o 1 —1 1 —
170

T T T T T T T T T T T T T T T
1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

Népesseég szamanak valtozasa elvandorlas miatt

25

] Budapest
[l t5bbi varos
[ kdézség

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005
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a) Szamitsd ki, mekkora volt a tizenhat éves iddszakban az atlagos népességmozgas!

b) Igaz-e, hogy a magyarok nem szivesen valtoztatnak lakhelyet? Szamitsd ki a
vandorlok atlaganak relativ gyakorisagéat. (Magyarorszdg népességét 10 milliora
kerekitheted.)

¢) Milyen kovetkeztetéseket tudsz levonni a masodik grafikonr6l? Mivel magyarazod,
hogy mig példaul 2005-ben a mas telepiilésre koltozok szama 218, addig Budapest,
mas varosok ¢és a faluk népességének valtozasa 6sszesen is csak 227

d) Szamitsd ki mindhdrom telepiiléstipus esetén a valtozds atlagat a tizenhat évre,

valamint a szorast!

5. Egy kuszonovény indainak hossziisagat mérték, és az adatokat a kovetkezd tablazatba

soroltak be (az indak hosszat mm-ben mérték):

Inda hossza | 1-10 |11-20{21-30{31-40{41-50{51-60|61-70|71-80|81-90
Gyakorisag 7 25 63 52 36 27 9 12 1

a) Add meg az osztalyok szélességét!
b) Szamitsd ki egy inda atlagos hosszat!
¢) Készitsd el azt az oszlopdiagramot, mely az egyes osztalyok gyakorisagat abrazolja!

d) Mi a valoszinlisége, hogy egy inda hossza 31 és 70 mm koz¢ essen?
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Ill. Kozépértékek alkalmazhatosaga

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy mikor, melyik kdzépérték nyujtja szamunkra a

legtobb informaciot.

Mintapélda,

Valaki a frissen szerzett szakiranyu képesitésével allast keres. Tobb ajanlat koziil is

valaszthat, és igyekszik a vallalatoknal uralkodd bérviszonyokrél informacidt szerezni.

Ertékeljiik egyiitt, milyen adatokbol milyen kovetkeztetéseket lehet levonni!

Az A véllalatndl fizetett havi bérek terjedelme 700 000 Ft.
A B vallalatnal a havi fizetések atlaga 270 000 Ft.

A C vallalatnal a havi fizetések modusza 240 000 Ft.

A D vallalatnal a havi fizetések medianja 280 000 Ft.

Feltételezziik, hogy mind a négy véllalat profilja hasonld, €s koriilbeliil 20 embert

alkalmaznak. Legyen ez példaul egy tervezdvallalat, ahol valosziniileg van egy vezetd, tobb

mérndk és 1-2 kisegitd alkalmazott.

Megoldas:

A havi bérek terjedelme egy allaskeresdnek nem sokat mond. Ez valoszintileg a kisegitd
kézbesitdé minimalbére és az igazgatd csucsfizetése kozti kiilonbség. Mivel egy
szakiranyu palyakezdd valosziniileg nem az igazgatdi vagy a kézbesitoi allast palydzza
meg, az informdcid6 semmitmondd. Lehet, hogy a masik 18 alkalmazott fizetése
egységesen havi 80 000 Ft, de az is lehet, hogy a tobbi 18 alkalmazott mind 400 000 Ft
kortil keres.

A B véllalatnal az atlagbol megtudhatjuk az 6sszes kiosztott fizetést. Ha nem tudjuk,
hogy pontosan hany kis fizetésii (kisegitd) alkalmazott van, és nehezen becsiiljiik a
vezetd fizetését, akkor igen nagy csalddasok érhetnek minket. Nézziik meg az alabbi két
becslést:

Legyen 2 {6 fizetése 70 000 Ft, és a vezetd fizetése 400 000 Ft, ekkor a 17 maésik
(egymashoz hasonl¢ fizetésti alkalmazottra fejenként

20-270000—(2-70000+400000)
17

~ 285882 Ftjut.

Ha azonban csak 1 alacsony fizetésii alkalmazott van, havi 80 000 Ft-os fizetéssel, és a

vezetd fizetése havi 800 000 Ft, akkor a mésik 18 alkalmazottra fejenként
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20-270000 - (80 000 +800 OOO)
18

~ 251111 Ftjut, ami lényeges eltérés.

A C vallalatnal a leggyakoribb fizetés a 240 000 Ft. Valdsziniileg ez nem azt jelenti, hogy
példaul ketten forintra ennyit kapnak, hanem azt, hogy a leggyakoribb a 240 000 Ft
koriili fizetés. Ha feltételezziik, hogy a dolgozok zomének fizetése hasonld, akkor
palyazonk varhato fizetése is e koriil az érték koriil mozog.

A D vallalatnal a median 280 000 Ft. Talan ebben az esetben ez a legtobbet mondo adat.
Egy adatsokasdg medidnja nem valtozik meg attdl, ha a legkisebb és legnagyobb értéket
masik kicsire, illetve nagyra valtoztatjuk, vagy akar el is hagyjuk. Ugy mondjuk, a
median nem érzékeny a sz€élsOséges adatokra. Valdszintileg palyazonk is e koriil az érték

koriil varhatja fizetését.

Mintapélda;
A cukraszoknak sz6lo receptkonyvben a receptek nem gy

kezdédnek, hogy vegyél 5 tojast, hanem tgy, hogy hozzavalok:

tojassargaja: 0,04 kg. Ha valaki az otthoni siitéshez mégis ezt

akarja hasznalni, meg kell tudnia, hany tojast is {isson fol anélkiil,
hogy minden alkalommal patikamérleggel mérné a tojassargdja tomegét. Egy kiilondsen nagy
adag rantotta elkészitése alkalmaval valaki raszanta az id6t, és miel6tt folverte volna a
tojasokat, megmérte 10 tojassargajanak tomegét kiilon-kiilon. A kovetkezd adatsokasagot

kapta:

gramm: | 21 21 19 20 21 18 18 22 19 21

Ertékeljiik az adatsokasagot! Melyik kozép jellemzi legjobban ezt a sokasagot?

Megoldas:
Ennek az adatsokasagnak is van modusza és medianja Mo=21, Me=20,5, de senki
sem gondolja, hogy van jelentdsége annak, hogy a megmért tojasokat sorba rendezve
melyik tomege all kozépen, vagy annak, hogy a 10 méréseredmény kozott 4-szer fordult
elé a 21. Sokkal inkébb jellemzi az atlag. Kiszdmithatjuk, hogy a mérés atlaga 20 g =
= 0,02 kg, tehat ha egy siiteménybe 0,04 kg tojassargdja kell, 2 tojas sargajat tesziink
bele.
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Feladatok

T 6. Egy éjjel-nappal nyitva tartd aruhaz hiitépultjanak hémérsékletét haromoranként
ellendrizni kell, és az adatokat 16l kell jegyezni egy ott fiiggd tablara. Az elmult harom
nap alatt a kovetkezd adatokat jegyezték fel:

Leolvasas | Oh | 3h | 6h | 9h |[12h | 15h | 18h |21 h
22 | 22 | 21 | =18 | =19 | =19 | -17 | 21
23 | 22| -22|-19|-19 | -18 | -16 | —19
-22 | 23 | =21 | =20 | =20 | 21 | —19 | 20

Homérséklet

‘O

a) Abrazold kozos koordinata-rendszerben a harom nap mérési eredményeit! Az egyes
mérési pontokat kosd Ossze, feltételezve, hogy két mérés kozott a hdmérséklet
egyenletesen valtozik.

b) Szamitsd ki az elsé napon mért hdmérsékletek atlagat!

¢) Szamitsd ki a harom nap csucsforgalomban mért (18 h) homérsékleteinek atlagat!

d) A hiité homérséklete nem mehet tartdosan a —18 °C-os érték f6lé. Ha tartosan (6 6ran
at) ennél magasabb értéket mérnek, az arut meg kell semmisiteni. Sziikséges-e most
ez az intézkedés?

e) A grafikon alapjan olvasd le, mi a valdsziniisége annak, hogy a 3. napon érkezd

ellendr —20 °C-nal magasabb értéket talal?

— 7. Egy kieséses tenisztornan minden jatékrol foljegyezték, hogy hany ,,game”-bdl allt:

»game”-ek - Osztaly Relativ
szdma Gyakorisdg sz€lesség | gyakorisag
15-24 6
25-34 12
3544 0,3
45-54 15
55-64 3
65-84 6

a) Toltsd ki a tablazat hianyz6 részeit!

b) Készits kordiagramot a relativ gyakorisagokbol!

c¢) Melyik kozépértéket szamitanad ki az adatokbol ahhoz, hogy megallapitsd, mennyi
ideig tart egy 20 mérkdzeésbol alld bajnoksag?

d) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy az elsének kiesett jatékos tobb mint 65 jatékot

(game-et) jatszott?
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. Az Egészségbiztositasi Feliigyelet 2007-es honlapjan talalhat6 tdblazatokbol kidertil,

hogy az egyes korhazak osztalyain milyen az agykihaszndltsdg, illetve az atlagos

apolasi 1do.

Osztalynév Kérhézi | Agykihasz- élf;tllé?sgioiiw
esetszam | naltsag (%)

(nap)
I. Belgyogyaszat 406 74,9 10,8
II. Belgyogyaszat 778 60,2 11,3
II1. Belgyogyaszat 585 82,4 10,3
Sebészet 2142 65,1 6,0
Traumatologia 2162 48,5 3,3
Sziilészet-nogyogyaszat 3373 98,0 4,2
Fiil-orr-gégészet 1204 67,1 8,1
Szemészet 2133 68,0 2,9
Ideggyogyaszat 1097 77,9 7,8
Ortopédia 807 21,2 3,8
Urologia 1540 62,9 4.8
Intenziv 255 494 9,2
Tludégyogyaszat 837 68,7 12,0
Sugarterapia, onkoradiologia| 1919 47,4 9,6
Anyagcsere, endokrinologia 640 77,7 11,1
Gasztroenterologia 629 72,1 10,5
Ersebészet 274 49,9 6,6
Stroke 374 57,5 8,4
Immuno / nephrolédgia 521 55,1 10,8
Kardiologia 968 63,5 9,6

a) Add meg az osztalyok adgykihasznaltsdganak medianjat, és értelmezd is ezt az adatot!

b) Add meg ennek az értéknek a szorasat!

¢) Szamitsd ki, hany beteg fordult meg ebben az évben a korhazban!

d) Szamitsd ki, atlagosan hany napot toltottek a koérhazban!
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IV. Nagy elemszamu adatsokasagok jellemzése

A gyakorlatban a statisztika sok adattal, hatalmas adatsokasaggal dolgozik. Amikor ezeket a
statisztikusok feldolgozzak, mi csak az értékelés eredményével talalkozunk. Probaljuk meg a

lehetd legtébb informdacidt kinyerni egy-egy tablazatbol, grafikonbol!

Mintapéldag

Az OKI (Orszagos Kozoktatasi Intézet) felmérést készitett a tanuldk terhelésérdl. Ennek
keretében azt kérték, irjanak a négyzetbe egy szamot, attol fiiggden, milyen osztalyba jarnak:
1-et, ha normal tanterviibe;  2-t, ha tagozatosba vagy emelt szintlibe;  3-at egy¢b esetben.

A kovetkez6 valaszok sziilettek:

1 2 3 nem valaszolt

1197 644 14 847

Milyen tipust ismérvre kérdez ra ez a statisztika? Milyen jellegli kozépnek van értelme az

ilyen tipust adatok esetében? Szamitsuk ki, mi a valoszinlisége annak, hogy olyan gyerek

adatlapja keriil a keziinkbe, aki erre a kérdésre nem vélaszolt! Abrazoljuk az adatokat

kordiagramon!

Megoldas:
Beszélhetiink méréses és mindsitéses ismérvekrdl. A méréses ismérvek mindig szamok,
de olyanok, amelyeket érdemes sorba rendezni, nagysaguk jellemzi az ismérvet. Ez az
adatsokasag méréses ismérv alapjan osztalyozhatd. Az adatok hidba szamok, mas jellegii
informaciot hordoznak. Ilyenkor nincs értelme atlagot szdmolni, a medidn sem hordoz
informéciot, de a modusz itt példaul elarulja, hogy a valaszadok koziil a legtobben
normal tantervii osztalyba jarnak.

A beérkezett adatlapok szama 1197 + 644 +14 + 847 = 2702 . Ezek koziil 847-ben nem

7 .
szerepelt valasz erre a kérdésre, igy 5 ~ 03135 a val6szinlisége annak, hogy ilyen

lap jut a keziinkbe.

A kordiagramon latszik, hogy azok szama, .
osztaly tipusa

akik osztalyuk tipusat az egyéb kategoriaba

soroltdk, elenyészd azokhoz képest, akik

=
m2
o3
Onem valaszolt

mivel nem tudtak donteni, inkabb {resen

hagytadk a mezot.
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Mintapélda,
Megkérdezték a tanuldkat, mennyi idejiikbe telik reggelente eljutni az iskolaba. A valaszok a

0 — 120 perc kozott voltak. Amikor dbrazolni akartak az egyes percek gyakorisadgat, az alabbi

grafikont kaptak.
Iskolaba jutas ideje
500
450
400 —
350 —
% 300 —
g 250 —
% 200 —
150 —
100 —
50 ]
0 ‘”“H‘”‘”‘ﬂﬂmm AR LR e N S N NN R R R RN E RN B R R N R R NE N R RIRRRRRRRRRIN

iskolaba jutas ideje (0-120 percig)
a) Probaljuk megfogalmazni, mi is a baj ezzel a grafikonnal, és adjunk javaslatot a grafikon

kijavitasara!
Megoldas:
Errdl az abrar6l még azt sem tudjuk leolvasni, hogy melyik volt az a vélasz, amit a
tanulok a leggyakrabban adtak. A vizszintes tengelyen azért nem lehet beosztas, mert a
terjedelem tul nagy. Lathaté azonban, hogy 60 percnél tobbet alig néhanyan tdltenek
utazassal, tehdt mar az is sokat segitene, ha az d&brazolt iddtartamot a felére

csokkentenénk.

Iskolaba jutas ideje

500

450

400
350 —

300 p—

250

200

tanulok szama

150

100 il m }
50
laloan ll - 0 I

= o s

FT T T T T T T T T T rrrrr1rrrrrr1irrrrrrT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

TANONTOONDDO-NNLTVONDDO T NM T VO~ D LONVDA-NMID ONDDND
vvvvvvvvvv ANNNNAN FITTITIOLOLO VWO WO O

30
32
33
34
35
36
37
38
39
40
43
44

2]
N NN

szlikséges id6 (0-60 perc)

gy mar tobbet le lehet olvasni az abrabol, de az informaciok egy részét elvesztettiik.
Ilyenkor szokds az adatokat osztalyokba sorolni, és azok gyakorisagi tablazata alapjan

abrazolni.
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500 495193

450 —

40058 —

B — —
0H — —
B
00-H
150-H
M- —

0

349

100

31

.
o e

H

1 1

—

05 610 1115 1620 2126 2630 31-35 36-40 4145 46-50 51-55 5660 6165 61-70 71-75 76-80 81-85 8690 9195 96-100 101-  106-

iskolaba jutés ideje (perc)

Ennek a grafikonnak a megrajzolasahoz az alabbi osztalykozos gyakorisagi tablazatot

kellett elkésziteni:

0-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36—40
383 495 493 349 100 371 31 95
41-45 46-50 51-55 56-60 61-65 61-70 71-75 76-80
151 39 6 122 0 4 11 3
81-85 86-90 91-95 | 96-100 | 101-105 | 106-110 | 111-115 | 116-120
1 42 0 0 1 1 0 4

Nagy adatsokasag esetén az osztalyba sorolas attekinthet6bbé teszi az adatokat.

b) Szamitsuk ki, mi a valdszinlisége annak, hogy egy didk 1 6ranal hosszabb iddt tolt uta-

zassal!

Megoldas:

Az érintett osztalyokba 4 +11+3+1+42+1+1+4 =67 tanul¢ tartozik, igy a keresett

valosziniiség

672 ~ 0,0248 , azaz koriilbeliil 2,5%.

Az ilyen nagy adatsokasdgok jellemzésére nemcsak a medidnt, azaz az adatsokasagot két

egyenld részre bontd adatot szoktak megadni, hanem a kvartilis (latin: negyed) és percentilis

(latin: percent=szazadrész) értékeket is.

A kvartilis az adatsokasag sorba rendezett elemeit négy egyenld részre bontja. A negyedeld

pontoknal szerepld értékeket szokas rendre elsd, masodik, harmadik kvartilisnek nevezni.

A masodik kvartilis éppen felezi az adatsokasagot, igy az megegyezik a mediannal.

Ha az adatsokasag elég sok adatot tartalmaz, beszélhetiink a percentilisekrdl is. Ilyenkor a

sokasag sorba rendezett tagjait 100 egyforma részre bontjuk, és a 30. percentilis (30th-ként
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szoktdk irni az angol sorszamnév képzdé miatt) a 30. osztopontnal szerepld adat. Konnyl
belatni, hogy ilyenkor az adatok 30%-a kisebb ennél az adatndl (vagy legaldbbis nem

nagyobb), 70%-a pedig nagyobb (vagy legalabbis nem kisebb).

Mintapéldam

A fenti adatsokasagnal allapitsuk meg a harmadik kvartilis és a 20. percentilis értékét!
Megoldas:
2702 adatunk van. Tehat a negyedében 675,5 adat van, a haromnegyedében pedig
2026,5.
A harmadik kvartilis tehat a 2026. és a 2027. adat szdmtani kozepe. Mindkét érték a
2630 perces osztalyba esik.
A 20. percentilis a 20. osztopont akkor, amikor az adatsokasag novekvo sorrendii tagjait
100 egyenld részre osztottuk. Tehat az adatok 20%-anak kell ez alatt lennie, vagyis a

sorba rendezett adatokbdl az 541. adatot keressiik, €s ez a 6-10 perces osztalyba esik.

Feladatok

= 9. Tudsz-e magyarazatot adni arra, hogy amikor a modul masodik mintapéldajaban az
iskolaba jutas percre pontos idejének gyakorisagat abrazoltuk, miért szerepeltek kiugro

gyakorisagi értékek periodikusan?

— 10. Egy osztaly tanul6i a kovetkezd kérdoivet toltik ki:
A: Fiu vagy lany vagy?

Hény éves vagy?

Hény centiméter magas vagy?

Hany kg vagy?

m o QW

Mi a postai iranyitdszamod?
Allapitsd meg, a fenti kérdések alapjan osszegyjttt adatsokasagokbol melyek a

mindsitéses és melyek a méréses adatsokasagok?
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T 11. Az egyik honlapon taldlhaté az aldbbi kalkulator. A tdblazat felsé felét kitdltve
(megadva a gyerek nemét, korat, testtomegét és magassagat) adja ki a tablazat also

részében szerepl$ statisztikai mutatokat. Ertelmezd az itt kapott eredményeket!

Gyermek percentilis kalkulator

Adja meg a kovetkezo adatokat

A gyermek neme fia

A gyermek kora 12 év és 3 honap

Testtomeg 35kg

Testmagassag 150 cm
Eredmények

A korhoz tartozé testmagassag percentilis 25th — 50th

A korhoz tartoz6 testtomeg percentilis 10th — 25th

A testmagassaghoz tartozé testtomeg percentilis 25th — 50th
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Kislexikon

Egy adatsokasag terjedelmének az adatsokasdgban a legkisebb ¢€s legnagyobb érték kozti

kiilonbséget nevezziik.

Modusznak az adatsokasagban legtobbszor eldforduld adatot nevezziik. (A modusz

gyakorisaga és relativ gyakorisaga a legnagyobb.)

Median: Ha egy adatsokasag értékeit novekvo sorrendbe rendezziik, akkor a sorban k6zépso
értéket az adatsokasdg medianjdnak nevezziik. Ha az adatsokasagban két kozépso érték van
(péros sok adatbdl all), akkor ennek a két értéknek a szdmtani kézepe lesz a medidn.

(Egy adatsokasdg medianja az szdm, melynek atlagos abszolut eltérése az adatoktol a lehetd

legkisebb.)

A kvartilisek az adatsokasag sorba rendezett elemeit négy egyenld részre bontjdk. A negye-
del6 pontoknal szerepld értékeket szokas rendre elsd, masodik, harmadik kvartilisnek nevezni.
A masodik kvartilis éppen felezi az adatsokasagot, igy az megegyezik a mediannal.

Ha az adatsokasag elég sok adatot tartalmaz, beszélhetiink a percentilisekrdl is. Ilyenkor a
sokasag sorba rendezett tagjait 100 egyforma részre bontjuk, és példaul a 30. percentilis

(30th-ként szoktdk irni az angol sorszamnév képzd miatt) a 30. osztépontnal szerepld adat.

Atlag: Egy adatsokasag atlaga a benne szerepld adatok szamtani kozepe.
Gyakorisag: Ha megszamoljuk, hogy egy adathalmazban egy bizonyos adat hanyszor

szerepel, az adat gyakorisagat kapjuk meg.

Relativ gyakorisag: Ha egy adatsokasagban n adat van, és egy bizonyos adat gyakorisaga K,

akkor ennek az adatnak a relativ gyakorisaga —.
n
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DIAGRAMOK
A kocsiban iil6 emberek szama zz 1

2 s _—
o¢ e o (.

§7 T f f T T T T E—

1-10 11-20  21-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80  81-90
. Inda hossza
KORDIAGRAM
OSZLOPDIAGRAM

SAVDIAGRAM

Azsia Eurépa Amerika Afrika

Az oszlopdiagram fiiggdleges tengelyén a gyakorisagot €s a relativ gyakorisagot is abra-

zolhatjuk.

Egy X;adat eltérése az X atlagtol kiilonbségiik abszolut értéke: |Xi - )?| . Ha az egyes adatok
eltéréseinek szamtani kozepét vessziik egy n elemi adatsokasagban, az atlagtol vett abszolut
eltérést kapjuk meg:
A= X, = %]+ %, = X[+ ..+ {x, — X|
n

Szérasnégyzet: az atlagtol vett eltérések négyzetének vessziik az atlagat.

R S L VR O s
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HITEL 2.1 FELADATLAP

Olvassatok el figyelmesen az aldbbi tudnivaldkat a didkhitellel kapcsolatban, majd valaszoljatok a fel-
tett kérdésekre!

Mekkora 6sszeg vehetd fel?

Szabadon valaszthat, hogy mekkora 0sszeget utaljunk bankszdmléjara.

A 2006/2007-es tanévben az allamilag tamogatott képzésben részt vevo hallgatok havi
e 15 ezer,

o 21 ezer,

e 25ezervagy

e 30 ezer

forintot igényelhetnek.

Mikor utaljak at a pénzt?

Donthet tgy, hogy a félévre jaré diakhitelt egy dsszegben kéri. Ilyenkor a félévre jar6 5 havi 6szton-
dijat a szemeszter 2. hénapjanak 15-éig egy 0sszegben folyositjuk. Ha havonta kéri utalni az 6sszeget,
egy adott szemeszterben (félévben) a Didkhitel els6 folydsitasi napja a masodik tanulmanyi hénap
legkés6bb 15. napja (oktdber 15. vagy marcius 15.). A Didkhitel Kozpont a koleson targyi tanulmanyi
félévének els6 két honapjara jaro 0sszegét az aktualis tanulmanyi félév masodik honapjanak 15-éig,
majd azt kovetéen havonta folyamatosan az adott hénap 15-éig foly6sitja.

Kamat

A kolcsonszerz6dés értelmében a folyositott kdlcson Osszege utan tigyleti kamatot szamitunk fel. Ez
azt jelenti, hogy minden napra annyi kamatot szamitunk fel, amennyi az aktudlis tartozasnak az 1
napra es§ kamata. A kamatszamitas az els6 folydsitas napjatol kezdédik, a kamatot a kélcson visszafi-
zetéséig kell fizetnie. A kolcson kamatat minden év december 31-én tékésitjiik.

A Diakhitel kamata valtoz6. A kamat mértékét a korméanyrendeletben rogzitett szabalyok szerint hata-
rozzuk meg. A 2007. januar 1-t6l janius 30-ig érvényes kamatlab 9,5%.

Az aktualis kamat minden naptari félév els6 napjatdl érvényes. A kamatot a naptari félév el6tt legalabb
hét nappal hirdetményként kozzé tesszitk a Népszabadsagban és a Magyar Nemzetben, a honlapun-
kon, valamint a felsGoktatasi intézményekben.

Visszafizetés

A Didakhitel torlesztési rendszerét igy alakitottdk ki, hogy a hitelt felvevék anyagi lehet6ségeikhez
igazodva, jovedelemaranyosan torleszthessenek.

A torlesztési kotelezettség kezdetének évében és az azt kovets évben a kotelezé torlesztd részletet a
minimalbér alapjan hatdrozzuk meg. Az ebben az idészakban fizetend6 0sszeg az el6z6 évben okto-
ber 31-én érvényes minimélbér 6 szazaléka.

A torlesztés harmadik évétdl kezdve a torleszt6 részlet kiszdmitasanak alapja a két évvel azel6tti jove-
delem. Aki jovedelemaranyosan torleszt, annak 2006-ban a 2004-es éves jovedelem 6 szdzalékdanak
1/12-ed részét kell havonta fizetni.

Mivel a torleszt6 részlet nagysaga minden évben valtozhat, a kovetkez6 évben esedékes havi Ossze-
gekrdl minden év december 15-€ig hivatalos levélben értesitjiik.
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KERDESEK

I.  Szamitsatok ki, mekkora didkhitelt vett fel az a hallgato, aki
a) 10 féléven at havi 15 000 Ft-ot vett fel?
b) 10 féléven at havi 30 000 Ft-ot vett fel?
c) 4 féléven at havi 40 000 Ft-ot vett fel? (koltségtéritéses képzés esetén vehet6 fel ennyi)
d) Aki az utolsé két félévben havi 30 000 Ft-ot vett fel?
Ne felejtsétek el, hogy a diakkolcson az év 10 hénapjaban vehetd igénybe!

II. Ha évi 9,5%-0s kamattal szamolunk, és a kamatot a meghirdetett médon t&késitik, mekkora tar-
tozasa lesz a kovetkezd év szeptember 1-én (a kolcsontorlesztés kezdetekor) a d) feladatban jelzett
hallgaténak?

Az alabbi tdblazat segit a szdmolasban, de ha taldlsz olyan gyors médszert, amely — kis hiba aran —

lényegesen meggyorsitja a szdmolast, nem sziikséges az 6sszes sort kitoltened.

Id6szak Aktudlis tartozés Hany nap Kamata
okt. 15-nov. 15. 60000 31 % -0,095 - 60000 =~ 484,11
nov. 16—dec. 15. 90000

dec. 16—dec. 31.

Vigyazat! Itt tékésitik az eddigi kamatot!

jan. 1-jan. 15.

jan. 16—marc. 15.

marc. 16—-apr. 15.

apr. 16-m4j. 15.

maj. 16-jan. 15.

jan. 16—aug. 31.

Tehét az aktualis kamat és a még nem tékésitett kamat 6sszege mint fennallo tartozas:
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HITEL 2.2 FELADATLAP

Olvassatok el figyelmesen az aldbbi tudnival6kat a didkhitellel kapcsolatban, majd valaszoljatok a
feltett kérdésekre!

Mekkora 6sszeg vehetd fel?

Szabadon valaszthat, hogy mekkora 0sszeget utaljunk bankszdmléjara.

A 2006/2007-es tanévben az allamilag tamogatott képzésben részt vevo hallgatok havi
e 15 ezer,

o 21 ezer,

e 25ezervagy

e 30 ezer

forintot igényelhetnek.

Mikor utaljak at a pénzt?

Donthet tigy, hogy a félévre jaré didkhitelt egy 6sszegben kéri. Ilyenkor a félévre jaré 5 havi 6szton-
dijat a szemeszter 2. hénapjanak 15-éig egy 0sszegben foly6sitjuk. Ha havonta kéri utalni az 6sszeget,
egy adott szemeszterben (félévben) a Didkhitel elsé folydsitasi napja a masodik tanulméanyi hénap
legkés6bb 15. napja (oktober 15. vagy marcius 15.). A Didkhitel Kézpont a kolcson targyi tanulmanyi
félévének els6 két honapjara jard osszegét az aktualis tanulmanyi félév masodik honapjanak 15-éig,
majd azt kovetéen havonta folyamatosan az adott hénap 15-éig foly6sitja.

Kamat

A kolcsonszerz6dés értelmében a folyositott kolcson Osszege utdn tigyleti kamatot szamitunk fel. Ez
azt jelenti, hogy minden napra annyi kamatot szdmitunk fel, amennyi az aktualis tartozdsnak az 1
napra esd kamata. A kamatszamitas az els6 folyositas napjatol kezd6dik, a kamatot a kdlcson visszafi-
zetéséig kell fizetnie. A kolcson kamatat minden év december 31-én tékésitjiik.

A Diakhitel kamata valtoz6. A kamat mértékét a kormanyrendeletben rogzitett szabalyok szerint hata-
rozzuk meg. A 2007. januar 1-t6l janius 30-ig érvényes kamatlab 9,5%.

Az aktudlis kamat minden naptari félév elsé napjatol érvényes. A kamatot a naptari félév el6tt leg-
alabb hét nappal hirdetményként kozzé tesszitk a Népszabadsagban és a Magyar Nemzetben, a hon-
lapunkon, valamint a fels6oktatasi intézményekben.

Visszafizetés

A Didkhitel torlesztési rendszerét gy alakitottdk ki, hogy a hitelt felvevk anyagi lehet6ségeikhez
igazodva, jovedelemaranyosan torleszthessenek.

A torlesztési kotelezettség kezdetének évében és az azt kovetd évben a kotelezd torleszto részletet a
minimalbér alapjan hatdrozzuk meg. Az ebben az id6szakban fizetend6 6sszeg az el6z6 évben okto-
ber 31-én érvényes minimélbér 6 szazaléka.

A torlesztés harmadik évétsl kezdve a torlesztd részlet kiszamitdsdnak alapja a két évvel azel6tti jove-
delem. Aki jovedelemardnyosan torleszt, annak 2006-ban a 2004-es éves jovedelem 6 szazalékanak
1/12-ed részét kell havonta fizetni.

Mivel a torleszt6 részlet nagysdga minden évben valtozhat, a kovetkezd évben esedékes havi 6ssze-
gekrdl minden év december 15-€ig hivatalos levélben értesitjiik.
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KERDESEK

I.  Szamitsatok ki, mekkora didkhitelt vett fel az a hallgato, aki
a) 10 féléven at havi 21 000 Ft-ot vett fel?
b) 10 féléven at havi 25 000 Ft-ot vett fel?
c) 4 féléven at havi 40 000 Ft-ot vett fel? (koltségtéritéses képzés esetén vehet6 fel ennyi)
d) Aki az utolsé két félévben havi 30 000 Ft-ot vett fel?
Ne felejtsétek el, hogy a diakkolcson az év 10 hénapjaban vehetd igénybe!

II. A d) feladatban emlitett hallgaté a nyari sziinet utdn szeptember elsején megkezdi a torlesztést
ugy, ahogy azt a munkaba 4llas els6 két évében kell. Szeptember elseje el6tt, amikor az elsd tor-
lesztérészletet 4tutalja, t6ketartozasa 301 687 Ft, kamattartozasa 14 638 Ft. (Ez utébbi az a kamat,
amelyet még csak december 31-én fognak t6késiteni.) Ha évi 9,5%-o0s kamattal szdmolunk, és a
kamatot a meghirdetett médon t6késitik, mekkora tartozasa marad még a kovetkez6 év december
31-én? 2007-ben a minimalbér 62 500 Ft. Feltételezziik, hogy sem a didkhitel kamata, sem a mini-
malbér ez id6 alatt nem valtozik.

Az alabbi tablazat segit a szamolasban, de ha taldlsz olyan gyors médszert, amely — kis hiba drén —
lényegesen meggyorsitja a szamolast, nem sziikséges az 6sszes sort kitoltened.

Idészak Aktualis tartozas | nap | Ennek kamata
1. év
301 687 30
szept. 1-30. hiszen a kamatot csak év 30 365 0,095 - 301 687
végén tokésitik
31 31
okt. 1-31. 301 687 — 3750 = 297 937 31 | +7=-0,095-301687-—+—="0,095- 3750
365 365
nov. 1-30.
dec. 1-31.

Itt kovetkezik a t6késités! A kamatok Osszege a torlesztés kezdete Ota:
Az éves kamat szeptember 1 el6tti része:

Tehét egész éves kamatunk:

Tehat t6ketartozasunk:

2. év

jan. 1-31.
febr. 1-28.
marc. 1-31.
apr. 1-30.
maj. 1-31.
jan. 1-30.
jal. 1-31.
aug. 1-31.
szept. 1-30.
okt. 1-31.
nov. 1-30.
dec 1-31.

Eves kamatok 0sszege:
Osszes t6ketartozasunk a t6késités utan:




