ÖTÖDIK ÉVFOLYAM

Miről szól a geometria?

Nézz körül a világban! Figyeld meg jól egy falevél vonalait, egy virágszirom színeit vagy egy alma formáját! Sokszor gondoltam arra, hogy egyetlen falevelet, szirmot vagy almát sem tudnék pontosan leírni, a rajta lévő valamennyi vonalat összeszámolni, lerajzolni – hát még egy almafa összes levelét, virágát vagy almáját! 

Ebben a világban próbálunk mi, emberek eligazodni, rendet találni, jól érezni magunkat. 

Formákkal, alakzatokkal foglalkozik az, aki házat épít, ruhát varr vagy szobrot farag; 

színekkel, aki képet vagy falat fest, rúzst vagy hajfestéket választ magának;

illatokkal, aki virágot ültet, parfümöt készít, vagy rendőrkutyát tanít nyomkeresésre;

ízekkel, aki finom ételeket főz a családnak, és az is, aki megeszi;

hangokkal a rockzenész, a zongorista, a rádióbemondó, a mobiltelefonáló; 

mozdulatokkal a labdarúgó, a tornász, a táncos;

gondolatokkal, érzésekkel pedig mindnyájan, hogy megértsük, megszeressük egymást.

Alakzatokkal, formákkal foglalkozik a matematika egyik ága: a geometria is. 

Még egy alma is túl bonyolult ahhoz, hogy a geometria az alma minden tulajdonságával foglalkozzon. Nem törődik például az alma színével, súlyával vagy ízével, hanem ilyesmiket kérdez: Milyen az alma alakja? Mekkora lyukon fér át? Milyen vonalat látunk rajta, ha kettévágjuk? Mekkora papírba lehet becsomagolni? Milyennek látjuk, ha száránál fogva megpörgetjük? Milyen vonal mentén esik le a fáról, ha megérett? (Newton (nyútn), híres angol matematikus és fizikus állítólag akkor fedezte fel a tömegvonzás törvényét, mikor alma pottyant egyenesen a fejére!)

A geometria a tárgyak kiterjedésével, alakjával, méreteivel, elmozdulásaival, elfordulásaival foglalkozik. 

Alapfogalmak: pont, vonal, felület, test 

Mivel a világ túl bonyolult a matematikus számára, ezért megpróbál néhány egyszerű fogalmat elképzelni, és ezekből az elképzelt fogalmakból összeállítani, megmagyarázni a valóságos dolgokat.

Mi a pont? Ha a ceruzáddal kijelölsz egy pontot a füzetlapon, és mikroszkóp alatt nézed, egész hegyet látsz! Ha a számítógépen kijelölsz egy pontot, és elkezded nagyítani, nagy fekete folttá változik. Az igazi pont csak a mi képzeletünkben létezik. Semmije sincs, csak a helye. Nincs kiterjedése, csak azt tudjuk róla, hol van.

Mi a vonal? Ha a ceruzáddal nemcsak pontot, hanem vonalat rajzolsz a füzetlapra, és képzeletben addig vékonyítod, míg semmi más nem marad belőle, csak az alakja, akkor tudod, mit jelent a vonal a matematikus számára. A vonalnak tehát nemcsak helye van, mint a pontnak, hanem alakja és hosszúsága is. 

A felületeket úgy képzeljük el, mint olyan alakzatokat, amelyeknek nincs vastagságuk, és a körülöttünk levő testeket határolják. A felületeknek nemcsak helyük és alakjuk van, mint a vonalnak, hanem területük is. Ha a felületnek vannak határai, akkor ezek a határok vonalak. 

A geometriai vagy mértani testek abban különböznek a valóságos tárgyaktól, hogy csak a méretüket, alakjukat, elmozdulásaikat, elfordulásaikat vizsgáljuk, más tulajdonságaikkal (színükkel, szagukkal, anyagukkal és a többivel) nem törődünk. 

Másik különbség, hogy a valóságos tárgyak csak hasonlítanak a mértani testekhez, de sohasem egészen olyanok, mint a mértani testek. Ha azt mondom: „Ez a narancs gömb alakú”, ez annyit jelent, hogy hasonlít a tökéletes gömbhöz, de nem pontosan olyan. Rücskös a felülete, és nem is egészen szabályos gömb.

A geometria tehát olyan fogalmakat használ, amiket csak elképzelünk, de a valóságban nem léteznek. Az benne a csodálatos, hogy rengeteg hasznos, fontos és szép dolgot mond el az igazi világról is.

(Mentegetőzés, magyarázkodás bírálók számára: Természetesen tudom, hogy sem a hosszúsággal, sem a területtel még nem foglalkoztunk ebben a szövegben. A helyzet azonban az, hogy a hosszúság, illetve terület későbbi bevezetésénél is a már intuitíve kialakult fogalmakra támaszkodunk. Talán nem ésszerűtlen ezért ezt a rendkívül nehéz geometriai alapozást az ismerősnek feltételezett fogalmakkal megerősíteni.)

Melyek a legfontosabb felületek?

Évszázadokkal ezelőtt a legtöbb ember úgy képzelte el a Földet, ahol élünk, mint egy lapos tányért, amelynek a szélén a világvégi folyó vagy tenger hullámzik. Ezen a lapos, síkalakú Földön szükségük volt síkgeometriára, síkbeli pontokkal, egyenesekkel, sokszögekkel, körökkel. A többi, számukra kevésbé fontos felületet görbe felületeknek nevezték.

Voltak azonban olyan tudósok, akik arra gondoltak, hogy a Föld alakja talán nem a síklaphoz, hanem egy másik felülethez: a gömbfelülethez áll közelebb. Ezt a gondolatot azok a bátor hajósok igazolták, akik körülhajózták a Földet. A legelső ilyen felfedező a portugál Ferdinand Magellán lett volna, ha nem hal meg a hajóút közben. Egyik hajója azonban befejezte a Föld körülhajózását, három év alatt. Így Magellán érdeme a Föld gömbalakjának első közvetlen igazolása.

A gömbfelület tehát éppolyan fontos számunkra, mint a síkfelület – hiszen a Föld sokkal inkább hasonlít tökéletes gömbre, mint tökéletes síklapra, és mi a gömbölyű Földön élünk! 

Ezért a síkfelület geometriája mellett megvizsgáljuk a gömbfelület geometriáját is. Ezeken kívül még nagyon sokféle, fontos és érdekes felület létezik!

Feladatok

1. Sorolj fel olyan tárgyakat, amelyeknek van síklapjuk! A valóságos tárgyaknak persze nincs tökéletes síklapja. Olyan tárgyakra göndolok, amelyeknek van a tökéletes síkra hasonlító lapja. Az asztal jó példa, mert az asztallap hasonlít a síklapra.

Azok között a tárgyak között, amiket találtál, melyek azok, amiket emberek készítettek (vagyis mesterséges eredetűek)?

Melyek azok, amelyek a természetben fordulnak elő (vagyis természetes eredetűek)?

2. Sorolj fel olyan tárgyakat, amelyek egészen vagy részben gömbölyűek! A valóságos tárgyak persze nem lehetnek tökéletesen gömbölyűek. Olyan tárgyakra göndolok, amelyeknek van a tökéletes gömbfelületre hasonlító része. A vízcsepp jó példa, mert a vízcsepp alsó része hasonlít a félgömbre.

Azok között a tárgyak között, amiket találtál, melyek azok, amiket emberek készítettek (vagyis mesterséges eredetűek)?

Melyek azok, amelyek a természetben fordulnak elő (vagyis természetes eredetűek)?

3. Az ábrán egy hengert látsz. Sorolj fel olyan tárgyakat, amelyek egészen vagy részben hengerre hasonlítanak! Elfogadom még a kabátujjat is, mert az is hasonlít a hengerre!

4. Az ábrán egy lyukas alakzatot látsz, aminek tórusz a neve. Találsz ilyet a gömbi készletben is: erre lehet rátenni a gömböt rajzolás közben, hogy el ne guruljon. Sorolj fel olyan tárgyakat, amelyek egészen vagy részben tóruszra hasonlítanak! Például ilyen a függönykarika, amire a függönyt akasztják.

5. Elő tudsz állítani egy hengert valamilyen síklap mozgatásával vagy forgatásával? Elő tudsz állítani egy tóruszt valamilyen síklap mozgatásával vagy forgatásával?

6. Elő tudsz állítani egy hengert valamilyen gömb mozgatásával vagy forgatásával? Elő tudsz állítani egy tóruszt valamilyen gömb mozgatásával vagy forgatásával?

Véges és végtelen felületek

Rajzolj a felületen valahová egy pontot! Ha van a felületen olyan pont, amelyik ettől a ponttól olyan messze esik, hogy ennél távolabbi pont már nincs is, akkor ez a felület véges. Például egy kerek pénzérme „fej” vagy „írás” lapja véges, mert, ha kijelölöm a középpontját, akkor a szélén lévő pontok a középponttól legtávolabbra esnek. Nincs olyan pont a kerek lapon, ami a középponttól ennél távolabb esne. 

Véges az ablaktábla, az asztallap, vagy a füzetlap is, mert itt is találhatunk egymástól legtávolabb eső pontokat. 

Véges a gömb felülete, mert, ha egy narancsba beleszúrsz egy fogpiszkálót, akkor megtalálhatod azt a pontot a narancs héján, ami a fogpiszkálótól legmesszebb esik. Ide is beleszúrhatsz egy fogpiszkálót. (Figyeld meg, hogy milyen jól meg lehet pörgetni a narancsot a két fogpiszkáló körül!) Ezt a felületet nevezzük véges gömbfelületnek.

Véges a tórusz felülete is, mert találhatunk rajta olyan pontokat, amelyek a lehető legmesszebbre esnek egymástól. (lásd az ábrát!)

Ha elképzeled a füzetlapodat, az asztallapot vagy az üvegtáblát úgy, hogy nincs se vége, se hossza, akkor ez a felület végtelen, mert bármilyen messze állsz is egy adott ponttól, mindig lehet a síkfelületen olyan pontot találni, ami még messzebb esik az első ponttól, mint ahol te állsz. Ennek a felületnek végtelen síkfelület a neve.

Ha egy hengeralakú ceruzát úgy képzelünk el, hogy körbe lehet ugyan járni, de a hegye irányában is, meg a hegyével ellentétes irányban is végtelen hosszú, akkor ez a felület is végtelen. Neve: végtelen hengerfelület.

Feladatok

1. Hol van a füzetlapon két olyan pont, amelyek a lehető legtávolabb esnek egymástól? (Vagyis, a füzetlapon nincsenek olyan pontok, amelyek ennél a kettőnél messzebb esnek egymástól.) Csak egyetlen ilyen pár van? 

2. Hol van a földgömbön két olyan pont, amelyek a lehető legtávolabb esnek egymástól? Csak egyetlen ilyen pár van? 

3. Hol van a tojáson (rendes, nagyjából szabályos tojáson) két olyan pont, amelyek a lehető legtávolabb esnek egymástól? Csak egyetlen ilyen pár van? 

Sík és gömb

Síkfelület

Rajzolj négy pontot a síkon! 

Válassz ki közülük kettőt! Kösd össze ezt a két pontot olyan vonallal, amelyik a legrövidebb utat mutatja a két pont között a síkon!

Feszíts ki egy zsineget a két pont között, és kérd meg a szomszédodat, hogy húzza meg a vonalat a feszes zsineg mentén!

Ellenőrizd a síkvonalzóval, hogy jól rajzoltál-e!

Hosszabbítsd meg ezt a vonalat mind a két irányban, amíg csak lehetséges!

Milyen vonalat kaptál? 

Lehetne-e ezt a vonalat tovább folytatni mind a két irányban?

Milyen vonal lesz ez?

Kösd össze páronként mind a négy pontot ilyen vonallal!

Gömbfelület

(Csak a gömbfelületen mozoghatunk! Sem belefúrni, sem elrepülni róla nem szabad!)

Rajzolj négy pontot a gömbön! 

Válassz ki közülük kettőt! Kösd össze ezt a két pontot olyan vonallal, amelyik a legrövidebb utat mutatja a két pont között a gömbön!

Feszíts ki egy zsineget a két pont között, és kérd meg a szomszédodat, hogy húzza meg a vonalat a feszes zsineg mentén!

Ellenőrizd a gömbvonalzóval, hogy jól rajzoltál-e!

Hosszabbítsd meg ezt a vonalat mind a két irányban, amíg csak lehetséges!

Milyen vonalat kaptál? 

Lehetne-e ezt a vonalat tovább folytatni mind a két irányban?

Milyen vonal lesz ez?

Kösd össze páronként mind a négy pontot ilyen vonallal!

Síkbeli egyenes – gömbi egyenes vagy más néven gömbi főkör

Síkfelületen két különböző pont között az egyenes szakasz mutatja meg a legrövidebb utat.

Az egyenes szakasz mindkét irányban akármeddig meghosszabbítható, végtelen hosszú. Ezt a végtelen hosszú vonalat nevezzük egyenes vonalnak.

A gömbfelületen két különböző gömbi pont között a gömbi főkörív, vagy más néven gömbi szakasz mutatja meg a legrövidebb utat. Ha a gömbi főkörívet mindkét irányban meghosszabbítjuk, akkor ez a vonal körbeéri a gömböt, és gömbi körré változik.

Ez a gömbi kör abban különbözik a gömb többi körétől, hogy ez a lehető legnagyobb kör, amit a gömbre rajzolhatunk. Ezt a legnagyobb gömbi kört gömbi főkörnek, vagy gömbi egyenesnek nevezzük. (Más nyelveken gyakran „nagykör”-nek nevezik.)

Kísérletezz! 

1. Figyeld meg a vízcseppet, ahogyan az ablaküvegen vagy az autó ferde szélvédőjén lefolyik! Milyen vonalat ír le?

2. Cseppents vízcseppet az almára vagy a rajzgömbre: milyen vonal mentén fut le a gömbön? Ha az arcodat mosod, (és közben kicsit fölfújod az arcod), milyen vonal mentén fut le a vízcsepp?

3. Vágj bele ollóval egy papírlapba! Milyen vonal mentén kell vágnod a papírt, hogy a legkönnyebben menjen a vágás? Figyeld meg azokat, akik papírt vagy ruhaanyagot vágnak: milyen vonal mentén vágják el az anyagot?

4. Hámozz le óvatosan (hogy minél nagyobb héjdarab egyben maradjon) egy narancsot vagy mandarint! Vágj bele ollóval a gömbölyű héjba! Milyen vonal mentén kell vágnod, hogy a lehető leggyorsabban menjen a vágás? 

5. Milyen vonalat követnek a narancsgerezdek szélei?

6. Vegyél egy minél gömbölyűbb almát vagy narancsot (vagy szilvagombócot – mag nélkül -, vagy kókuszgolyót, bármit, ami gömbölyű, és késsel el lehet vágni). Hogyan kell késsel kettévágnunk, hogy a vágás vonala gömbi főkör legyen? Próbálj ki egy rossz - tehát nem gömbi főkör menti) - vágást is! Miben különbözik a jó vágás a rossztól?

7. Végy elő egy Európa-térképet! Feszíts ki zsineget Róma és Varsó, Varsó és London, London és Róma között! Így azokat a légi utakat jelölöd ki, ahol a repülőgépek közlekednek a városok között. Milyen városok fölött repülsz el útközben? Sorolj fel néhányat!

8. Végy elő egy földgömböt (vagy készíts a rajzgömbből földgömböt!) Keresd meg a földgömbön Budapestet, Fokvárost Afrika legdélibb csücskénél, és Tokiót, Ázsia keleti szélénél, a Japán-szigetek közepetáján! Feszíts ki zsineget Budapest és Fokváros, Fokváros és Tokió, Tokió és Budapest között! Milyen városok vagy más földrajzi helyek fölött száll el a repülőgéped, ha ezeken az útvonalakon repülsz?

Síkvonalzó – gömbvonalzó 
Egy síkvonalzónak milyen élei rajzolnak egyenesdarabokat? Milyen élei rajzolnak teljes egyeneseket? Próbáld ki! Ellenőrizd a vonalakat feszes zsineggel! 

Egy síkbeli háromszög-vonalzónak milyen élei rajzolnak egyenesdarabokat? És milyen élei rajzolnak teljes egyeneseket? Próbáld ki! Ellenőrizd a vonalakat feszes zsineggel!

Egy gömbvonalzónak milyen élei rajzolnak gömbi egyenesdarabokat, azaz főköríveket? Milyen élei rajzolnak teljes főköröket? Ellenőrizd a vonalakat feszes zsineggel!

(Ábrák a rajzoló élek világos feltüntetésével)

A síkvonalzó skálázott élei mentén rajzolhatunk egyenes vonaldarabot. Teljes egyenes vonalat semmilyen vonalzóval nem rajzolhatunk, mert a síkbeli egyenes vonal végtelen hosszú.

A gömbvonalzó skálázott élei mentén rajzolhatunk gömbi egyenesdarabot, vagyis főkörívet. Teljes gömbi egyenest, vagyis főkört rajzolhatunk a gömbvonalzó skálázott alapfőköre mentén. Rajzolhatunk teljes főkört a nyergen levő skálázott él mentén is úgy, hogy a nyergen levő skálát addig tologatjuk, míg a skála menti vonal körbe nem ér.

Még egy főkördarabot találunk a gömbvonalzón, de a főkördarab mentén nem lehet vonalat rajzolni: az összekötő, „orros” ív közepén, az orr fölött. Ennek a főkördarabnak is hasznát vesszük majd, mert rá lehet illeszteni egy olyan főkörre, amit már rárajzoltunk a gömbre. Próbáld ki!

A többi él mind hazug: egyik sem rajzol igazi főkört! (lásd az ábrát!) Ellenőrizd feszes zsineggel két pontjuk között! Nagyobb darabokat vegyél, akkor jobban látszik, hogy ezek nem főkörök!

Feladat

1. A hazug élek közül melyik hazudik legkevésbé? (Vagyis: melyik hasonlít leginkább a valódi főkörívhez?)

Pontok és egyenesek síkon és gömbön

Pont és egyenes 

Síkon:
Rajzolj egy egyenest, és jelöld ki egy pontját! 

Hány részre osztja ez a pont az egyenest?

Ha elindulunk a ponttól az egyenesen az egyik irányban, mikor érünk vissza a ponthoz?

Az egyenest a rajta fekvő pont két, végtelen hosszú részre osztja. Mind a két résznek félegyenes a neve. 

Ha elindulunk a ponttól az egyenesen az egyik irányban, sohasem érünk vissza a ponthoz.

Gömbön: 
Rajzolj egy főkört, és jelöld ki egy pontját! 

Hány részre osztja ez a pont a főkört?

Ha elindulunk a ponttól a főkörön az egyik irányban, mikor érünk vissza a ponthoz?

A főkört a rajta fekvő pont nem osztja szét két darabba! Egy darabban marad, ezért „félfőkörnek” (a „félegyenes” mintájára) nem is lehet nevezni. Egy gyerek azt javasolta, hogy nevezzük a főkört és a rajta levő pontot „főpontos főkörnek!” Te milyen nevet adnál neki?
Ha elindulunk a ponttól a főkörön az egyik irányban, körbejárjuk a gömböt, és visszaérünk a ponthoz.

(Megjegyzés: A „főpontos főkör” igazi neve egyszög – ugyanis zárt, tökéletes gömbi sokszög, csak a „sok” itt egyet jelent! Ez a sokszorosan új fogalomkapcsolat megzavarhatja a gyereket, ezért itt még nem érzem szükségesnek az igazi név közlését. Majd később, a sokszögeknél! Nem is baj, ha maguk próbálnak nevet adni a fogalomnak, hiszen így felismerik a névadás fontos szerepét a fogalom megértésében.)

Hányféle legrövidebb utat találhatunk két pont között?

Síkon:
Rajzolj két különböző pontot! Melyik a legrövidebb út a két pont között a síkon? Rajzold meg a síkvonalzó segítségével! 

Két különböző pontnál hányféle legrövidebb utat lehet rajzolni a síkra?

Rajzolj két különböző pontot a gömbre! Melyik a legrövidebb út a két pont között a gömbön? Rajzold meg a gömbvonalzó segítségével! 

Két különböző pontnál hányféle legrövidebb utat lehet rajzolni a gömbre?

A sík két pontja között mindig csak egyetlenegy legrövidebb utat találhatunk. Ez az út egyenes szakasz, a végtelen egyenesnek véges darabja.

Gömbön:

Itt két eset lehet:

Ha a két pont a lehető legmesszebb van egymástól, akkor végtelen sok legrövidebb utat találhatunk köztük. Akármerre indulunk el az egyik pontból, mindig van olyan gömbi főkörív, amelyik éppen a másik, legmesszebb fekvő pontba vezet. Ezek az utak mind egyforma hosszúak: akkorák, mint egy teljes főkör fele. (Lásd az ábrát!)

Ha a két pont nincs a legmesszebb egymástól, akkor mindig csak egyetlenegy legrövidebb út, főkörív vezet egyik pontból a másikig. Ez a legrövidebb út mindig rövidebb egy fél főkörívnél.

A gömbön tehát az egymástól legmesszebb levő pontoknak van egy érdekes tulajdonsága: végtelen sok legrövidebb út van köztük. Az ilyen gömbi pontokat átellenes pontoknak nevezzük. Ilyen pontok a síkon nem léteznek.

Összefoglalva: Síkon is, gömbön is mindig van legrövidebb út két pont között. Síkon mindig egyetlen legrövidebb út van; gömbön vagy egyetlen legrövidebb út van (ha a két pont nem átellenes), vagy pedig végtelen sok (ha a két pont átellenes).

Hány egyenes megy két ponton keresztül?

A sík két különböző pontján mindig egyetlenegy egyenes megy keresztül. Ezt az egyenest úgy kapjuk, hogy a legrövidebb utat mindkét irányban meghosszabbítjuk végtelen egyenessé.

 A gömb két különböző pontján, ha a két pont átellenes egymással, akkor végtelen sok teljes gömbi egyenes, vagyis főkör megy keresztül. Ha nem átellenesek, akkor csak egyetlenegy főkör megy a két ponton keresztül. Ezeket a főköröket úgy kapjuk, hogy megrajzoljuk a legrövidebb utat, és addig hosszabbítjuk mindkét irányban, míg a két vége összeér, és teljes főkör lesz belőle.

Hányféle módon lehet egy egyenes mentén egyik pontból a másikba jutni? 
Síkon mindig csak egyféle módon; gömbön viszont kétféle módon is. Rajzolj a gömbre két, nem átellenes pontot, rajzold meg a rajtuk átmenő főkört, és mutasd meg a két lehetséges utat az egyik gömbi ponttól a másikig, a főkör mentén! 

Évszázadokkal ezelőtt az európai utazók, kereskedők gyalog, lovaskocsin, tevén, hajón jutottak el Európából Ázsián keresztül Indiáig, Kínáig, Japánig. Mutasd meg a földgömbön, merre mehettek!

Amikor azonban a háborúk miatt veszélyessé vált az út Ázsián keresztül, egy vakmerő hajós, Kolumbusz Kristóf arra gondolt, hogy a gömbölyű Földön talán az ellenkező irányban, az Atlanti-óceánon át is eljuthat Japánba. A Földet sokkal kisebbnek képzelte, mint amekkora valójában. Úgy gondolta, hogy csak keveset kell hajózni ellenkező irányban az óceánon, és mindjárt ott lesz Japánban. El is indult, és megérkezett valahova, amiről azt gondolta, hogy Japán. Később derült ki, hogy tévedésből felfedezte Amerikát! 

Az is kiderült, hogy Japánba valóban el lehet jutni az ellenkező irányban, de sokkal hosszabb úton, mint azt Kolumbusz gondolta. Át kell kelni a hatalmas Csendes-óceánon is! 

Két egyenes hány pontban találkozik?

Síkon két eset lehet: vagy metszi egymást a két egyenes, és van egy közös pontjuk, vagy párhuzamosak egymással, és nincs közös pontjuk.

Gömbön két gömbi egyenes, vagyis gömbi főkör mindig metszi egymást, és mindig két, egymástól legmesszebb fekvő pontban, vagyis átellenes pontban. Akárhogy próbáljuk is, sehogyan sem tudunk két különböző főkört rajzolni, amelyek nem metszenék egymást, vagyis párhuzamosak lennének. 

A gömbön nincsenek párhuzamos főkörök.

Összefoglalva:

A sík két pontján mindig egy egyenes megy át. Két egyenes a síkon vagy metszi egymást, vagy nem.

A gömb két pontján vagy egyetlen főkör megy át, vagy végtelen sok. Két főkör mindig metszi egymást.

Feladatok

1. Keresd meg a földgömbön azt a pontot, amelyik a Déli-sarktól a legmesszebb esik!

2. Keresd meg a földgömbön azt a pontot, amelyik Debrecentől a legmesszebb esik! 

3. Keresd meg a földgömbön az Egyenlítőt! Keresd meg a Greenwich-en (grinics) és az Északi-sarkon átmenő főkört! Keresd meg ennek a két főkörnek a metszéspontjait!

4. Ha főkör mentén körberepülöd a Földet, és átrepülsz Budapest fölött is, és Sydney fölött is, útközben még milyen földrajzi helyek fölött repülsz el? 

5. Keresd meg a földgömbön az Egyenlítőt és a Ráktérítőt! Azt mondja valaki: „Nem igaz, hogy a gömbön nincsenek párhuzamos főkörök, hiszen az Egyenlítő meg a Ráktérítő sohasem metszi egymást.” Igaza van-e?

Távolság és távolságmérés

Mit jelent megmérni valamit? Mit jelent a mérés?

Méréskor egységet választunk, amellyel összehasonlítjuk a mérendő mennyiséget. Meghatározzuk, hogy hányszorosa a mérendő mennyiség az egységnek. Ez a szám a mennyiség mérőszáma az egységre vonatkozóan.
Síkon a távolságot egyenes vonal mentén mérjük. 

Választunk egy egyenesdarabot, vagyis szakaszt. Adunk neki valamilyen nevet, például: „méter”, „hüvelyk”, vagy „arasz”, és azt mondjuk: „Ehhez a szakaszhoz az 1 szám tartozik. Ezentúl ezt a szakaszt 1 méternek (vagy 1 hüvelyknek, vagy 1 arasznak) fogjuk nevezni. Ez lesz a távolságmérésünk egysége.” 

Ha meg akarjuk mérni valamilyen egyenesdarab, vagyis szakasz hosszát, akkor ezzel az egységgel hasonlítjuk össze. 

„A futballkapu 7 méter széles” annyit jelent, hogy a két kapufa közti egyenes gólvonal hossza hétszer akkora, mint a méter-egység. 

A százméteres síkfutás világbajnoka a leggyorsabban fut végig olyan egyenes vonal mentén, amelynek a hossza százszorosa a méter-egységnek. 

„A kút mélysége, ahonnan a melegvíz feltör, 2000 méter” annyit jelent, hogy annak az egyenes zsinegnek a hossza, ami a kút peremétől a víz felszínéig ér, kétezerszerese a méter-egységnek. (Súlyt kötünk a zsineg végére, hogy egyenes legyen!)
Gömbön a gömbi távolságot főkör mentén mérjük.

Itt kétféle módon járhatunk el.

Egyik mérési mód: 

Vesszük a sík valamelyik távolságegységét, és rámérjük valamilyen hajlékony zsinegre vagy papírcsíkra annyiszor, amilyen hosszú a zsineg vagy a papírcsík. Ha ezt a mérőzsineget vagy papírcsíkot a gömbön kifeszítjük két gömbi pont között, akkor a feszes zsineg a két pont közti legrövidebb utat, vagyis gömbi főkörívet mutatja. Ezzel a módszerrel lemérhetjük két gömbi pont között a távolságot centiméterben, hüvelykben stb.

Próbáld ki!

Mérd meg egy pingponglabdán két átellenes pont távolságát a mérőzsineggel! Mérd meg a futball-labdán két átellenes pont távolságát a mérőzsineggel!

Ezzel a módszerrel más-más lesz a gömbi távolság egy pingpong-labda két átellenes pontja között, és egy futball-labda két átellenes pontja között. A pingponglabdán ez a távolság sokkal kisebb lesz, mint a futball-labdán.

Másik mérési mód:

Rajzolj fel a gömbre egy teljes főkört! Jelölj ki rajta egy pontot! Ha elindulsz a főkörön körbe-körbe, akkor egy idő után visszaérsz a kiindulási ponthoz.

Válasszuk ezt a körüljárást, vagyis a teljes főkör hosszát távolságegységnek! Nevezzük el ezt az egységet 1 karikának.
Karikában mérjük a gömbi távolságot, ugyanúgy, ahogyan hüvelykben vagy araszban a síkbeli távolságot.

Ezzel a módszerrel minden gömbfelületen azonos a távolságmérés. Semmi különbség sincs egy gömbnek képzelt borsószem távolságmérése, és a gömbnek képzelt Föld távolságmérése között. Mind a két gömbön 1 karika kell ahhoz, hogy egy pontból elindulva, főkör mentén haladva, ugyanabba a pontba visszaérjünk.

Ezzel a módszerrel egy gömbön a két, egymástól legmesszebb eső pont közti távolság éppen ½ karika lesz. Jelöld be egy pingponglabdán, egy teniszlabdán és a földgömbön!

(Magyarázkodás bírálók számára: Azért választottam a kissé szokatlan „karikát” egységnek, mert közismert, szemléletes, és a törtek képzésével jól összeegyeztethető. A „körüljárás” szóhoz nehéz a „fél körüljárás”-t társítani. Olyan kifejezést pedig gondosan kerültem, amely a szögekkel való kapcsolatra utalna, - hiszen itt éppen a távolságmérésről, nem pedig szögmérésről esik szó! Amúgy a karika semmivel sem rosszabb a hüvelyknél vagy arasznál!)

Feladatok 

1. Keresd meg a földgömbön az Északi-sarkot! Keresd meg az Egyenlítőt, és jelölj ki rajta egy pontot! Hány karika lesz a távolság az Északi-sarktól az Egyenlítő kiválasztott pontjáig?

2. A gömbvonalzó nyergének a közepén egy félbevágott, kicsi Napot látsz. Hány karikányira van a kicsi Nap a gömbvonalzó teljes főkörének egyik pontjától? (Lásd az ábrát!) 

3. Vizsgáld meg a gömbvonalzó főköre mentén a belső támasztóbütyköket! (Lásd az ábrát!) Hány karikányira vannak egymástól?

4. Az Északi-sarktól elindul egy repülőgép dél felé, és egy főkör mentén ¾ karikányit repül, majd leszáll. Hol szállhatott le? Mutasd meg a földgömbön!

 4. Ha Afrika közepén, az Egyenlítőnél, kelet felé fellőnek egy távközlési holdat, amelyik az Egyenlítő körül kering, akkor körülbelül hol lesz 7/4 karikányi repülés után?


És ha nyugat felé lövik fel?

Baj, amin segíteni lehet:
A baj az, hogy főkör mentén kétféle úton is eljuthatunk a gömbön egyik pontból a másikba. (Emlékszel Kolumbuszra?) Ez azt jelentené, hogy két gömbi ponthoz kétféle távolság is tartozik.

Ezt nem szeretnénk. Ezért megállapodunk abban, hogy a gömbi szakasz mindig a két pont közötti rövidebbik főkörívet, gömbi szakaszt jelenti.

Jelöld ki a földgömbön Budapestet és Londont! Mutasd meg a rajtuk átmenő főkört! Mutasd meg a főkör mentén a rövidebbik utat, és a hosszabbik utat!

Másik baj, amin segíteni lehet:
Ha a karikát választjuk egységnek, akkor nagyon sokszor kell törtekkel számolnunk. 

Az ókori népektől származik az ötlet, hogy 1 teljes karika helyett 1/360 karikát válasszunk egységnek Ennek az egységnek a neve fok. 

Vigyáznunk kell, mert ezt a szót nagyon sokféle értelemben használják – lázmérésre, lépcsőmászásnál, de még a bortermelők is, ha a bor cukortartalmát mérik! Mi most gömbi távolságot jelölünk vele.

Feladatok 
1. Hány fok egy karika? Hány fok 1/5 karika?

2. Hány foknyira esik egymástól két pont, amelyek átellenesek egymással?

3. Hány foknyira esik az Északi-sark az Egyenlítő egyik pontjától?

4. Hány fokra esik egymástól a gömbvonalzó két támasztóbütyke?

5. Körülbelül hány fokra esik Győr Tokiótól? 

Szögtartomány 

Gömbön:

Vegyél egy szép gömbölyű narancsot, amelyet tökéletes gömbnek képzelünk.

Hámozd meg a narancsot! Nézd meg az egyik gerezdjét!

A gerezdnek két határvonala van. Mind a két határvonal gömbi félfőkörív, amelyek két átellenes pontban találkoznak.

A két határvonal a gömb felületét két részre bontja: a gerezd felületére, és a maradék narancs felületére.

Ezt a két részt gömbi szögtartománynak nevezzük.

Jelölj ki egy pontot a rajzgömbön! Rajzolj két főkörívet, amelyek ebből a pontból indulnak ki! Hosszabbítsd meg őket mindaddig, amíg ismét találkoznak! Mutasd meg a két gömbi szögtartományt!

Válaszd ki a két szögtartomány közül az egyiket!

A szögtartomány két határvonalát a szögtartomány szárainak nevezzük. 

A határvonalak találkozási pontja a szögtartomány csúcsa. 

A gömbi szögtartománynak tehát két szára és két, egymással átellenes csúcsa van.

Síkon:

Jelölj ki egy pontot a füzetlapon! Rajzolj két egyenesdarabot, amelyek ebből a pontból indulnak ki! 
Akármilyen nagy is a füzetlapod, és akármennyire meghosszabbítod is a két egyenesdarabot, ez a két egyenesdarab sohasem fog ismét találkozni. 

Ha a síkot végtelen nagynak képzeljük, akkor ebből a két egyenesdarabból két félegyenes lesz. Ez a két félegyenes a síkot két részre bontja, amelyeket síkbeli szögtartománynak nevezünk.

Két metsző egyenes hány szögtartományt ad?

Gömbön: 

Rajzoljunk fel két teljes gömbi egyenest, vagyis főkört! 

Hány szögtartományra bontják a gömböt?

Van-e ezek között a szögtartományok között egyforma?

A két főkör a gömböt négy szögtartományra bontja szét. Ezek közül a két-két, egymással szemben fekvő szögtartomány mindig egyforma.

Merőleges főkörök:
Lehet-e két olyan főkört rajzolni, hogy a négy szögtartomány mind egyforma legyen?

Vágj szét egy almát késsel négy egyforma darabra!

Ha két főkör a gömbfelületet négy egyforma szögtartományra bontja szét, akkor ezeket a főköröket merőleges főköröknek nevezzük.

Keress ilyen főköröket a földgömbön!

Síkon: 

Rajzoljunk fel két metsző egyenest! 

Hány szögtartományra bontják a végtelen síkot?

Van-e ezek között a szögtartományok között egyforma?

A két egyenes a síkot négy szögtartományra bontja szét. Ezek közül a két-két, szemben fekvő szögtartomány mindig egyforma.

Merőleges egyenesek:
Lehet-e két olyan egyenest rajzolni, hogy a négy szögtartomány mind egyforma legyen?

Hajtogass egy szabálytalan papírlapot két hajtással négy egyforma darabra!

Ha két egyenes a síkot négy egyforma szögtartományra bontja szét, akkor ezeket a egyeneseket merőleges egyeneseknek nevezzük.

Keress ilyen egyeneseket a négyzethálós füzetlapon!
(Kiegészítés a merőlegesekhez: A négy tartomány egyforma voltát a véges gömbfelületen nagyon könnyű felismerni. Síkon a gyerek a véges síkdarabot érzékeli, és nem a végtelen síkfelületet. Ezért a keresztet legtöbbször a füzetlap szimmetriatengelyeire rajzolja. Ha a gömbi tapasztalatszerzés megelőzi a síkbelit, akkor a síkbeli fogalom megértése, a tapasztalatok szerint, könnyebbé válik.)

Muszáj abbahagynom, mert különben a tisztelt Véleményezők nem kapják meg idejekorán az anyagot. Ezért csak néhány további címszó az ötödikes-hetedikes szintekhez:

Szögmérés: a szögtartomány mérése síkbeli és gömbi szögmérővel (a gömbi szögmérő átlátszó gömbsüveg, rajta, belülről kifelé haladva, 90, 10, 5 és 1 fokos beosztás körbe-körbe)

Sokszögek (gömbi kétszög, szabályos sokszögek; sokszög belseje-külseje – síkon nyilvánvaló, gömbön eldöntendő; belső és külső szög)

Sokszögek szögösszege, háromszögek szögösszege (kisajtó Bolyai felé: milyen lehet az a világ, ahol a háromszög szögösszege kevesebb 180 foknál? csak kérdés!)

Egyszer, kétszer, háromszor derékszögű háromszögek
Területmérés (gömbön kétszer derékszögű, harmadik szögében 1 fokos háromszögekkel).

