Térelemek modul

Vidra Gábor

Térelemek, térbeli alakzatok
5 órás modul
Érettségi követelmények:

Ismerje a térelemeket: testek, elnevezések. Testek geometriai tulajdonságai, élváz, háló, felszín, térfogat (tapasztalati szinten). Tudja a térelemek távolságára és szögére (pont és egye​nes, pont és sík, párhuzamos egyenesek, párhu​zamos síkok távolsága; két egyenes, egyenes és sík, két sík hajlásszöge) vonatkozó meghatározásokat. Tájékozottság a megismert síkidomok és testek tulajdonságaiban. Szimmetriák felismerése, alkalmazása geometriai modelleken.          
A leírt síkbeli és térbeli szituációk elképzelése, ezekhez ábrák készítése s ennek segítségével az adott konstrukcióban való gondolkodás, számolás.
Módszertani megjegyzés: a tananyag órabeosztása
1. óra

· Bevezető
· A testek rendszerezése, jellemzése.
2-3. óra

· Testekkel kapcsolatos feladatok

4-5. óra
· Térelemek távolsága, hajlásszöge
· Feladatok

1. Bevezetés
Módszertani megjegyzés
Ennek a modulnak a fő célja a térelemek megismerése, megtapasztalása térszemléletet fejlesztő feladatokon keresztül. Tényközlés és akadémiai tudás helyett a gyakorlatra, a felfedezésre, a következtetésre helyezzük a hangsúlyt. A 3. óra végére szeretnénk a tanulókat eljuttatni oda, hogy képesek legyenek a testeket és építőelemeiket a térben látni, hálóikat felismerni, és képet alkothassanak a térbeli formák sokszínűségéről.
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Bizonyára jártatok már úgy, hogy eltévedtetek egy ismeretlen épületben vagy városban. Ha új helyre megyünk, térben való tájékozódásunkat sok dolog segítheti: testek, testszögletek, jellemző formák, színek. Ebben a modulban a testek elnevezésével, leírásával, felismerésével foglalkozunk. A hasábot vagy a hengert mindannyian ismeritek, de ezeken kívül sok olyan térbeli forma van, ami megragadja képzeletünket. Például sok vulkáni csúcs csonkakúp alakú. 
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Szilassi Lajos készített olyan hétlapú poliédert, melynek bármely két lapja szomszédos (Szilassi poliéder).
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Módszertani megjegyzés:

Lásd http://www.jgytf.u-szeged.hu/tanszek/matematika/speckoll/1999/7lap/index.html, de itt: http://mathworld.wolfram.com/SzilassiPolyhedron.html térben forgatható módon is ábrázolják (Java-s böngésző szükséges; angol nyelvű oldal).
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Erdély Dániel Spidron térkitöltő rendszerével készült poliéder (spiralloéder).
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Rinus Roelofs (holland képzőművész) és Erdély Dániel
A Spidron-rendszer alapját az ábrán látható, háromszögekből is összeállítható elem képezi. Segítségével nemcsak hézagmentesen tölthetjük ki a síkot, hanem a megfelelő átlók mentén összehajtva rendkívül plasztikus térkitöltéseket, testeket nyerünk.
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Kiss Gergő animációjának részletei
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Módszertani megjegyzés:

A Spidron-rendszerről részletesen: www.szinhaz.hu/edan/SpidroNew és http://www.szinhaz.hu/edan/spidronh/  . Ez utóbbi honlapon megtalálható, hogyan tölthető ki a tér a Spidronokból előállítható testekkel.
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Antonio Gaudi (spanyol építész, 1852–1926) munkái a térformák kihasználásának nagyszerű példái. Ilyen a Battlo-ház homlokzata is Barcelonában. [image: image1.jpg]



A természettudományban a testeknek, a térbeli szimmetriáknak kiemelkedő jelentősége van (gondoljunk az atomon belüli elektronfelhőre, vagy az élőlények szimmetria-tulajdonságaira). Vannak olyan problémák is, amelyeket a szimmetria kihasználása nélkül meg sem tudnánk oldani. A kristályformák, a molekulák térbeli alakja, modellezése ugyanúgy hozzátartozik ehhez a tudományhoz, mint az ipari tervezéskor felhasznált ismeretek. Nagy jelentősége van például azoknak a térformáknak, amelyek összehajtogatva kis helyen elférnek, széthajtogatva pedig különböző funkciókat szolgálnak (lakótér, sátor, széthajtható antenna, stb.)
Módszertani megjegyzés

Érdemes felhívni a diákok figyelmét a fejezetben szereplő nevekre. Ha tetszik nekik egy-egy alkotás, nézzenek utána az interneten. Internet címek a tanár számára találhatók a modulvázlatban is.
2. A testek ábrázolása, jellemzése
2.1 A testek ábrázolása, áttekintése

A testek síkbeli ábrázolására már láthattatok néhány példát eddigi tanulmányaitok során.
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Egy poliéder hálóján értjük azt a sokszöglapot, amelyet, ha papírlapból kivágunk, akkor összehajtogatható belőle a test felülete. 
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Igen gyakori ábrázolási módszer a perspektivikus, amellyel a térbeli alakzatokat mérnöki pontossággal ábrázolhatjuk a síkban. Victor Vasarely (1908-1997), Maurits Cornelis Escher (1898-1972) és Roger Penrose (1931-) a hamis perspektíva nagymesterei, grafikáikon rendszeresen lehetetlen alakzatok tűnnek fel. A perspektivikus ábrázolás középkori úttörői közé soroljuk Filippo Brunelleschi (1377-1446) és Albrecht Dürer (1471-1528) mestereket. Egyébként „lehetetlen testeket” nem nehéz gyártani, az alábbi ábrán is találunk egyet. Ennek az a szépséghibája, hogy nem folytonos. 
Módszertani megjegyzés:

Javasolt projekteket indítani: Vasarely, Escher és Penrose „becsapós” grafikák, képek internetes kutatása (kép bemutatása és rövid ismertetés az egyik óra bevezetéseként), valamint a lehetetlen testek rajzainak megalkotása, kreatívabb tanulók részére. 1999-ben a Műcsarnokban rendezett „Perspektíva” című kiállítás katalógusa  517 oldalas;, nagyon jó anyagokat találhat benne az érdeklődő.
A testek csoportosítása:
A testeket két nagy csoportba soroljuk: görbe felületűek és poliéderek.

· poliéderek: véges sok sokszög által határolt testek
· hasábok (egyenes és ferde),  
· gúlák (egyenes, ferde, csonka), 
· szabályos testek (5 platóni test), 

· egyebek.

görbe felületű testek: a határoló lapok között van görbe felület is 

· hengerek (egyenes és ferde), 

· kúpok (egyenes, ferde, csonka), 

· forgástestek (valamely síkidom adott tengely körüli megforgatásával keletkeznek, forgásszimmetrikusak), 

· gömbök,

· egyebek. 
Rajzolj példákat a Venn-diagramm megfelelő részeire!
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Elnevezések
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Adott az alapsíkon egy görbe vonallal határolt síkidom (alaplap), és egy egyenes, amely az alapsíkkal nem párhuzamos. Ha a görbe minden pontján keresztül párhuzamost húzunk az adott egyenessel (alkotók), hengerfelületet kapunk. Ezt elmetszük egy, az alapsíkkal párhuzamos síkkal (fedőlap). Az így keletkező bezárt térrészt nevezzük hengernek. Ha a görbe kör, a test neve körhenger. Egyenes körhengernél az adott egyenes merőleges az alapsíkra. A test görbe határoló felületét palástnak nevezzük. Az alaplap és a fedőlap síkjának távolsága adja a testmagasságot.
 Adott az alapsíkon egy görbe vonallal határolt síkidom (alaplap), és egy pont az alapsíkon kívül (csúcspont). Ha a görbe minden pontját összekötjük az adott ponttal, kúpfelületet kapunk. A keletkező bezárt térrészt nevezzük kúpnak. Ha a zárt görbe kör, a test neve körkúp. Egyenes körkúpnak nevezzük a körkúpot, ha a pontnak az alaplap síkjára eső merőleges vetülete az alapkör középpontjába esik. A test görbe határoló felületét nevezzük palástnak (egyenes körkúp síkba kiterített palástja körcikk), a csúcspont és a görbe által meghatározott egyeneseket pedig alkotóknak. Az alaplap síkjának és a csúcsnak a távolsága adja a testmagasságot.  
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Ha az egyenes körkúpot elmetszük egy olyan síkkal, amely a kúp testmagasságának egyenesét tartalmazza, akkor egyenlőszárú háromszöget kapunk (alapja az alapkör átmérője, szárai a kúp alkotói). Másként: az egyenes körkúp tengelymetszete egyenlőszárú háromszög. A szárak által bezárt szöget (φ) a kúp nyílásszögének nevezzük.
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Ha a kúpot elmetszük egy, az alaplappal párhuzamos síkkal, csonkakúpot kapunk. Az alaplap és a fedőlap síkjának távolsága adja a testmagasságot.
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Adott az alapsíkon egy sokszög (alaplap), és egy egyenes, amely az alapsíkkal nem párhuzamos. Ha a sokszög minden pontján keresztül párhuzamost húzunk az adott egyenessel, hasábfelületet kapunk. Ezt elmetszük egy, az alapsíkkal párhuzamos síkkal (fedőlap). Az így keletkező bezárt térrészt nevezzük hasábnak. Egyenes hasábnak nevezzük azt a hasábot, amelynél az adott egyenes merőleges az alapsíkra. Az oldallapokat együtt palástnak nevezzük. Az alaplap és a fedőlap síkjának távolsága adja a testmagasságot.
Adott az alapsíkon egy sokszög (alaplap), és egy pont az alapsíkon kívül (csúcspont). Ha a sokszög minden pontját összekötjük az adott ponttal, gúlafelületet kapunk. A keletkező bezárt térrészt nevezzük gúlának. A testmagasság az alaplap síkjának és a csúcspontnak a távolsága. 
A háromszög alapú gúla bármely lapja lehet alaplap. Ezt a feladatok megoldásakor  figyelembe kell venni: elképzelhető, hogy a testet elforgatva könnyebb a megoldás. Például a kocka sarkát levágva olyan gúlát kapunk, amelyet elforgatva  a derékszögű háromszöget is választhatjuk alaplapnak. (így egyszerűbbé válik az alapterület és a testmagasság számítása). 
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Ha a gúlát elmetszük egy, az alaplappal párhuzamos síkkal, csonkagúlát kapunk.

Szabályos gúlának az alaplapja szabályos sokszög, az oldallapok pedig egybevágó egyenlőszárú háromszögek.
Konvex testeknek nevezzük azokat a testeket, amelyeknek bármely két pontját összekötő szakaszt teljes egészében tartalmazza a test. A konkáv testek a nem konvexek, azaz a testnek van legalább két olyan pontja, amelyeket összekötő szakaszt nem teljes egészében tartalmazza a test. 
Azokat a testeket, melyeknek minden lapja egybevágó, izoédernek nevezzük.

Szabályos testeknek nevezzük azokat a konvex poliédereket, amelyeknek élei, élszögei és lapszögei is egyenlők (ezekkel a hajlásszögekkel a későbbiekben foglalkozunk). Bizonyítható (már Euklidesz is megtette Elemek című könyvében, kb. Kr.e. 300-ban), hogy összesen csak öt szabályos test van: szabályos tetraéder, kocka, oktaéder, dodekaéder és ikozaéder. Nevüket oldallapjaik számáról kapták. A szabályos testeket platonikus testeknek is nevezzük.
A szabályos testek adatai
	
	Lapok
	Csúcsok száma
	Élek száma
	Határoló lap éleinek száma

	Szabályos tetraéder
	4
	4
	6
	3

	Hexaéder (Kocka) 
	6
	8
	12
	4

	Oktaéder 
	8
	6
	12
	3

	Dodekaéder
	12
	20
	30
	5

	Ikozaéder
	20
	12
	30
	3
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A testeket élvázukkal is ábrázolhatjuk. Ebben az esetben jobban látható, hogy milyen síkidomok határolják a testet, hány éle van a testnek, és hány él fut össze az egyes csúcsokban. Az élváz alapján könnyebb megszerkeszteni a testek hálóját is.
Módszertani megjegyzés:
A Polydron építővel mindegyik szabályos test megépíthető.
A testek tulajdonságait szemléltethetjük azokkal az eszközökkel is, amelyek a modulvázlatban szerepelnek.
Poliéderrel kapcsolatos, részletes fogalom meghatározások találhatók az alábbi honlapon:

http://www.sulinet.hu/matek/szilassi_01/szil_poli_1/alap/fogalmak.htm
Feladható, hogy a tanulók készítsék el vagy keressék az interneten a szabályos testek hálóját. További kutatási témák lehetnek (kitekintés a középiskolai anyagból): poliéderek duálisai, archimédeszi poliéderek, focilabda jellemzése (lapok, élek, csúcsok száma, határoló síkidomok), prizmák.
Egy poliéder duálisát megkapjuk, ha lapjait egy csúccsal, csúcsait pedig egy lappal felcseréljük. Szabályos sokszögekből álló testek esetén a lapokat szimmetria középpontjukkal cseréljük fel. Például a szabályos tetraéder duálisa is szabályos tetraéder, a kockáé oktaéder, az oktaéderé kocka, az ikozaéderé dodekaéder, a dodekaéderé ikozaéder. Például a Szilassi-poliéder a Császár-féle poliéder duálisa. Honlap, amelyen a Császár poliéder megtalálható:

 http://www.moricz-kujsz.sulinet.hu/MORICZ/Evkonyv/Eredmeny/Varga_G/Varga_G.htm és
http://mathworld.wolfram.com/CsaszarPolyhedron.html (angol).
Ld. még Szilassi Lajos: Duális poliéderek (http://matserv.pmmf.hu/cseri/public/szilassi/szilassi.htm).
Archimédészi testek    
Olyan poliéderek, melyek oldallapjai szabályos sokszögek és minden csúcsban ugyanannyi és ugyanolyan sokszög találkozik, ugyanolyan módon.  
Az archimédeszi testek a szabályos poliéderek csonkolásával keletkeznek úgy, hogy a szabályos poliéder csúcsainál gúlát vágunk le oly módon, hogy a vágás helyén szabályos sokszöglap maradjon, és a keletkező poliéder minden éle egyforma hosszúságú, minden testszöglete egybevágó legyen.  Például az oktaéder éleinek felezőpontjai és a kocka éleinek felezőpontjai hasonló félig szabályos testeket alkotnak  
Más megfogalmazásban  az archimédeszi  testek jellemzői, hogy 
• konvexek, 
• lapjaik szabályos sokszögek, 
• testszögleteik pedig egybevágók. (Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha a testből bármely csúcsánál levágunk egy kis gúlát,  akkor ez a süveg bármely más csúcsára is ráilleszthető. Ez azt is jelenti, hogy minden csúcsnál a testfelületet alkotó szabályos sokszögfajtából (szögük egyértelműen jellemzi őket) ugyanannyi van és azonos sorrendben.)
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Példák: a kocka élfelező  pontjai, az oktaéder  élfelező pontjai, a focilabda. A következő két ábrán kocka csonkításával nyert archimédeszi testeket láthatunk.  
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A focilabda a szabályos ikozaéder megfelelő csonkításával kapható (20 szabályos 6-szög, 12 szabályos 5-szög, 90 él, az ötszögek nem kerülhetnek egymás mellé).
Kiegészítő anyag: testek a gömbi síkon

Nemcsak a síklapon, de más felületeken is ábrázolhatunk testeket, hálókat, alakzatokat. Könnyűzenei és más rendezvényeken, planetáriumokban gyakran vetítik különféle térbeli tárgyak vagy hálózatok képét görbült felületekre, például henger- vagy gömbfelületre. 

Különösen érdekesek a szabályos és félig szabályos testek gömbi ábrái. Képzeljünk el egy szabályos (platoni) vagy félig szabályos (archimédeszi) testet, amely köré a csúcsain átmenő gömböt szerkesztünk. A gömbfelületen megjelenő csúcspontokat nem térbeli egyenes szakaszokkal kötjük össze (így az eredeti testek kapnánk vissza), hanem gömbfelületi egyenes darabokkal, vagyis főkörívekkel. Ilyen módon a test gömbi hálóját kapjuk. Coxeter (ejtsd: kákszétör), híres, kiváló kanadai matematikus ezeket a gömbi hálókat „felfújt testeknek” nevezte.

Próbáljunk ilyeneket a gömbön megszerkeszteni!

Rajzoljunk három, páronként merőleges főkört! Melyik szabályos test gömbi hálóját kapjuk? (Oktaéder)

Szerkesszük meg a gömbi, „felfújt” oktaéder háromszögeinek szimmetria középpontjait! Az egymáshoz legközelebb esőket kössük össze főkörívvel, más színű tollal! Hány legközelebbi szomszédot találunk? Milyen szabályos testet kapunk?
Megoldás:  Hármat; hexaédert (kockát).
Hogyan lehet a felfújt kockából a felfújt tetraédert megszerkeszteni? 
Megoldás: Kiválasztjuk a gömbi kocka két, egymással szembeni lapját. Az egyiken kijelöljük a lap egyik átlójának végén lévő két csúcspontot. Ezután a másik lapon kiválasztjuk az „ellenkező”irányú   átlót (vagyis megfelelő beállításban felülnézetben a két, egymással szembeni oldal lapátlója X alakot ad), és megjelöljük ennek is a végpontjait. A négy végpont meghatározza a felfújt gömbi tetraéder csúcsait.

Módszertani megjegyzés:

Ha a gyerekeket érdekli, akkor az eddigiekből már elkészíthető a dodekaéder és az ikozaéder gömbi hálója is. Rajzoljunk a gömbi kocka egy oldalhosszával szabályos gömbháromszöget, és csúcsait kössük össze a szabályos háromszög szimmetria középpontjával! Az így kapott három, egymással páronként 120 fokos szöget bezáró gömbi szakasz éppen a gömbi dodekaéder három oldalát adja, amit már könnyen kiegészíthetünk szabályos gömbi ötszöggé. Ennek az ötszögnek minden szöge 120 fokos. Ebből tizenkettő éppen lefedi az egész gömböt. Az ötszögek középpontjait megrajzolva, és a szomszédos középpontokat összekötve pedig a duális gömbi ikozaédert kapjuk.

Nagyon szép feladat az archimédeszit testek (például a focilabda) gömbi hálójának megszerkesztése! Ezekből a gömbi ábrákról nagyon sok, az eredeti poliédert jellemző tulajdonság igen szemléletesen bemutatható – lapok, csúcsok, élek, egymással szomszédos sokszögek, stb.


A testek térfogata, felszíne (ismétlés)
Módszertani megjegyzés:

Általános iskolában a térfogatot és a felszínt tanulták a gyerekek. 12-edik évfolyamon egy anyagrész foglalkozik a testek szögeivel, térfogatával, felszínével. Ez az ismétlés főleg a rendszerezést  szolgálja, az ezzel kapcsolatos feladatok meghaladják a 3 órás modul kereteit.

Testek térfogata: annak a térrésznek a mértéke, amelyet a test felülete határol.
Ez a megfogalmazás ahhoz elegendő, hogy a térfogat szemléletes fogalmát tisztázzuk. A poliéder szabatos térfogat-fogalma az összehasonlításon alapul: azt állapítjuk meg, hogy a test térfogata hányszorosa az egységkocka térfogatának. Így a  poliéder térfogata egy olyan, a testhez rendelt pozitív szám, amelyre teljesülnek a következők:

1. az 1 egység élhosszúságú kocka (egységkocka) térfogata 1;
2. az egybevágó testek térfogata egyenlő;

3. ha egy testet véges számú testre bontunk szét, azok térfogatainak összege egyenlő az eredeti test térfogatával.

Módszertani megjegyzés:

Egyéb testek térfogatával az analízis foglalkozik.

A középszintű érettségi követelmény a térfogat szemléletes fogalmánek ismeretét igényli.
Testek felszíne: a test határoló felületének mértéke. Síklapokkal határolt testek esetén a határoló lapok területeinek összege, görbe felületekkel határolt testek esetében a felszín fogalma bonyolultabb (határérték-számítás segítségével történik).
A kocka térfogata: 
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A gúla térfogata 
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Feladatok

2.3 Gyűjtsd ki a szövegből, hogy milyen jellemzőket, fogalmakat használunk a testek leírására!

Megoldás: lapok, élek, csúcsok, élváz, alkotó, oldallap, alaplap, oldalél, alapél, csúcsok száma, lapok száma, élek száma, testmagasság, alapterület, fedőlap, élszögek, terület, térfogat, felszín.

2.4 Gyűjtsd ki a szövegből, hogy milyen fogalmak szerepelnek az alábbi testeknél:

a) gúla

b) kúp

c) hasáb
d) henger
2.5 [image: image98.jpg]


Egészítsd ki az ábrákat úgy, hogy egy kocka hálóját kapjuk!
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a)



b)


c)
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Megoldás: pl.
a)


b)


c)
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2.6 Lehet-e kockát hajtogatni az alábbi síkidomokból?
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a)


b)


c)

d)

e)
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Megoldás: igen: a, c, e; nem: b,d
2.7 [image: image120.jpg]


[image: image121.jpg]


Hová rajzolhatjuk (a) és (b) határoló lapokat, hogy a hálóból egy négyszög alapú egyenes hasábot lehessen készíteni?
2.8 Határozzátok meg azon test éleinek számát, amelynek hálója az alábbi ábrán látható!
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a)


b)


c) 



d)
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Megoldás: a) 9; b) 9; c) 16; d) 15
Módszertani megjegyzés:

Polydronból építsenek két szabályos tetraédert, de az egyik éle legyen kétszerese a másik élének. Hányszor annyi építőelem kell a nagyobbhoz? Hányszor akkora az élek hosszának összege? Hányszor fér bele a kicsi a nagy belsejébe? Ezekre a kérdésekre válaszolva a hasonlóság térbeli jellemzőit készítjük elő.
2.9 Melyik lehet, és melyik nem lehet a tetraéder hálója?
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a)





 b)


c)
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d)
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Megoldás: lehet: a,c; nem lehet: b; d: nem is háló (nem „sokszög”)

2.10 Társítsd a testeket a nekik megfelelő testhálóhoz:
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a)


b) 



c)
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1)



2)
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3)





4)
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Megoldás: a2, b3, c4,d1
2.11 Párosítsd a testeket a „szétszedett” párjukkal!
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a)





1)
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b)




        2)



c)





3)



Megoldás: a1, b3, c2
2.12 Rajzold be a hálóba, hogy a test felszínére rajzolt vonal hogyan jelenik meg a hálón!

a)





        b) 




Megoldás: a)





b)

Segítséget jelent, ha a kockán megnevezzük a csúcsokat, és azokat azonosítjuk a hálón.

2.13 Az ábrán három kocka (A, B, C) és a hálóik láthatók (1, 2, 3).

[image: image16.jpg]



a) Melyik háló melyik kockához tartozhat? 
a1) A–3, B–2, C–1

a2) A–1, B–3, C–2

a3) A–2, B–1, C–3

a4) A–1, B–2, C–3

b) A C jelű kocka felszínének hány százaléka van befestve?
Megoldás: a) a3; b) 22%
2.14 Melyik test hálója ez? Rajzold le másféleképpen is a test hálóját!
[image: image17.jpg]



A Téglalap alapú gúla.

B Téglalap alapú hasáb.

C Derékszögű háromszög alapú hasáb.

D Derékszögű háromszög alapú gúla.
Megoldás: C501
2.15 Az alábbi rajz egy téglatest hálóját ábrázolja. Mekkorák a téglatest élei?
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Megoldás: 2 cm, 1 cm, 3 cm.

2.16 A Krisztus előtti XXVI. században, Egyiptomban Kheopsz fáraó építésze terveket mutatott be az uralkodójának készülő piramisáról. A piramist a tervező egy 147 m magas építménynek gondolta el, amelynek alapja négyzet alakú, és e négyzet oldalai 230 m hosszúak.  
a) Az építész papiruszból modellt készített a fáraónak a készülő építmény arányait érzékeltetendő. Az alábbi modellek melyikéből lehetett darabolás nélkül teljes piramismodellt összeállítani?

[image: image19.jpg]



b) Az építkezéskor akkor kezdtek új kőkockaszintet felhúzni, ha az előzőt teljesen befejezték. Milyen magas volt a piramis abban az állapotában, amikor az építőanyag felét már beépítették?  (A piramist belül üresnek képzeljük.)
A Kevesebb mint 73,5 m. 
B Pontosan 73,5 m. 

C Több mint 73,5 m. 

D A megadott adatok alapján nem lehet eldönteni.
Megoldás: a) C; b) A

2.17 *Az ábrán ugyanannak a kockának a három nézetét látjuk. Készítsétek el ennek a kockának hálózatát. Figyelj arra is, hogy a görög betűk merre felé fordulnak!




Megoldás: 


2.18 A következő szabásrajzon az egyik ragasztó fülecske fölösleges. Melyik?

Megoldás: több is van, például



2.19 Folytasd a szinezést! Az oldallapok negyedeiből álló kis négyzeteket színezd ki úgy, hogy  az oldaluknál találkozó négyzetek különböző színűek legynek! Rajzold le a kocka kiszinezett hálóját! Legalább hány színt kell felhasználnod?

Megoldás: 3 színt.

Készíts koordináta-rendszert, melyben ábrázolod néhány konvex test lapjai és csúcsai számának összegét az élek számának függvényében! Milyen összefüggés olvasható le a kapott eredményből? Adatforrásként használhatod a szabályos testek táblázatát, a 2.10. feladat eredményét, és az alábbi táblázat alatt elhelyezkedő testeket is! Először töltsd ki a táblázatot, és ennek alapján rajzold be a pontokat a koordináta-rendszerbe!  
	Test
	
	
	
	
	
	

	Csúcsok
	
	
	
	
	
	

	Lapok
	
	
	
	
	
	

	Élek
	
	
	
	
	
	






Megoldás: Euler tétele olvasható le: 

élek + 2 = lapok + csúcsok száma. Minden konvex poliéderre teljesül. Javaslom, hogy a tanár nevezze meg Euler tételét, és vezessék be a füzetbe.
2.20 Határozd meg, hogy poliéderek-e és konvexek-e a következő testek:


a) 


b)



c)


Megoldás: mind poliéder, mert csak sokszögek határolják; a és b konvex,  c nem.

2.21 *Milyen síkidomok határolják a következő testeket? Add meg azt is, hogy mennyi a számuk!

a)




b)


Megoldás: a) 8 háromszög, 4 négyzet, 4  ötszög; b) 20 szabályos 6-szög, 12 szabályos 5-szög, 90 él;
 

2.22 *A fullerének szénatomokból felépülő kalickaszerű, gömbszerű molekulák. A legelőször megtalált közülük a 60 szénatomból álló buckminsterfullerén, más néven futballabda molekula. A C60 fullerén modelljének felületét 12 szabályos ötszög, és 20 szabályos hatszög alkotja. Alapszabály, hogy a molekula stabilitása miatt az ötszögek nem érintkezhetnek. Hány éle van a fullerén molekulának?

Megoldás: Euler tétele szerint lapok + csúcsok – 2= élek, vagyis 32 + 60 -2  = 90 éle van. A feladat azért kapott * jelzést, mert Euler tétele bár korábban szerepelt, nem közép szintű anyag.

2.23 Milyen szimmetriákat ismersz fel az alábbi testeken?

a) szabályos hatszög

b) szabályos ötszög

c) szabályos ötszög

alapú gúla 
alapú hasáb 
alapú test



Megoldás: mindegyik szimmetrikus: néhány, az alaplapra merőleges, annak középpontján áthaladó síkra; forgásszimmetriák a test tengelye körül; b)-nél az oldalélek felezőpontjára fektetett síkra is szimmetrikus a test.
2.24 Az alábbi ábrán egy háromdimenziós alakzat és annak lehetséges felülnézeti képei láthatóak. Válaszd ki a tényleges felülnézeti képet!


Megoldás:D
2.25 Ha egy kockát mind a hat lapjára tükrözünk, akkor az alábbi testet kapjuk (a testet „térbeli keresztnek” hívják).
a) Hányszorosa az így kapott test térfogata az eredetinek?

b) Hányszorosa az így kapott test felszíne az eredetinek?
 2005 © Erdély Dániel

Megoldás: a)7-szerese; b) 5-szöröse.
2.26 Az alábbi ábra bal oldalán négy tárgy képe található, a jobb oldalán pedig felülnézeti képeik láthatók. Párosítsd össze a tárgyakat felülnézeti képeikkel! Írd a megfelelő számot a megfelelő betű mellé!

[image: image20.jpg]



Megoldás: D2, B4, A3, C1
2.27 Miklós építőkockákból egy alakzatot rakott össze az asztalon, majd lerajzolta, hogy milyennek látja ezt az alakzatot fentről, elölről és balról nézve. 
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Öccse, Imre kiegészítette ezt az alakzatot a lehető legkisebb téglatestté úgy, hogy az alakzathoz további építőkockákat rakott. Hány építőkockából áll ez a téglatest? 

A 12 építőkockából

B 14 építőkockából

C 18 építőkockából

D 27 építőkockából
Megoldás: C
2.28 Technikaórán azt a feladatot kapták a diákok, hogy készítsenek piramist 10 x 10 x 10 cm-es kockák összeragasztásával. 
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A piramis alapja 24 kockából áll, ahogyan ennek a felülnézeti rajza az 1. ábrán látható. 

[image: image23.jpg]2. abra
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A 2. ábra az első és a második szint egymáshoz viszonyított elhelyezkedését mutatja. Minden szint az alatta lévő szintből egy 5 cm széles keretet hagy lefedetlenül. 

a) Hány kockára van szükség az egyes szintek elkészítéséhez? Egészítsd ki az alábbi táblázatot!

	1. szint
	2. szint
	3. szint
	4. szint
	5. szint
	6. szint
	7. szint

	24 kocka
	
	
	
	
	
	


b) A hetedik szintet figyelmen kívül hagyva milyen szabály szerint változik a szomszédos szintekhez szükséges kockák száma?

Megoldás:
	1. szint
	2. szint
	3. szint
	4. szint
	5. szint
	6. szint
	7. szint

	24 kocka
	20
	16
	12
	8
	4
	1


b) 4-gyel csökken   

2.29 Az oldalsó ábrán egy szabályos dobókocka látható. A szemközti oldalain lévő pöttyök száma összesen 7. Ha ezt a dobókockát a berajzolt tengely mentén 90°-kal az óramutató járásával ellentétes irányba elforgatjuk, mely oldalait látjuk? Rajzold be az ábrába! 

Megoldás:

2005 © Erdély Dániel

2.30 Az ábrán négy üvegedény látható.

[image: image24.jpg]



(Az 1-es pohár hengernek, a 2-es öblös részének alsó része félgömbnek tekinthető. A 3-as jelű 

kancsó szabálytalan alakú, a 4-es pohár felső része pedig kúp formájú.)
Határozd meg, hogy az egyes üvegedényekben melyik grafikon szerint változik a víz magassága az edénybe öntött víz mennyiségének függvényében!
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Megoldás: 1C, 2A, 3B, 4D
2.31 Ica henger alakú bögréje kétszer akkora átmérőjű, de fele olyan magas, mint Annamari bögréje. Melyikbe fér több tea? Válaszodat matematikai érvekkel támaszd alá!
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Megoldás: A henger térfogata 
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. Ha r duplázódik, a térfogat négyszeresére változik, míg a magasság felezésével felére csökken. Így az alacsonyabb bögrébe kétszer annyi fér.
3. Térelemek távolsága, hajlásszögek
A tér elemeinek (pontok, egyenesek, síkok) jellemzéséhez segítséget nyújtanak az alábbi, összefoglaló jellegű meghatározások. A szemléletesség kedvéért egy kockán mutatjuk be, amiről szót ejtünk. Az egyeneseket jelen esetben azokkal a pontokkal nevezzük meg, amelyeken átmennek. A síkokat hasonlóan: három pont egyértelműen meghatározza a rajtuk átfektetett síkot.
Két egyenes kölcsönös helyzete a térben lehet metsző, párhuzamos vagy kitérő.


Két sík kölcsönös helyzete a térben lehet párhuzamos vagy metsző.

Távolságok


Pont és egyenes távolságán a pontból az egyenesre bocsátott merőleges szakasz hosszát értjük.
Pont és sík távolságán a pontból a síkra bocsátott merőleges szakasz hosszát értjük. Definíció szerint: egy egyenes merőleges a síkra, ha a sík összes egyenesére merőleges. A jelölés azért történik dupla derékszöggel, mert igazolható a következő állítás: ha egy egyenes merőleges a sík két metsző egyenesére, akkor merőleges a síkra..

Párhuzamos egyenesek távolságát az őket összekötő, rájuk merőleges szakasz hossza adja. Fogalmazhatunk úgy is, hogy az egyik egyenesen kiválasztunk egy tetszőleges pontot, és ennek a pontnak a másik egyenestől való távolsága adja a két egyenes távolságát.
Párhuzamos síkok távolságát az őket összekötő, rájuk merőleges szakasz hossza adja. Fogalmazhatunk úgy is, hogy az egyik síkon kiválasztunk egy tetszőleges pontot, és ennek a pontnak a másik síktól való távolsága adja a két sík távolságát.

Egyenes és vele párhuzamos sík távolságát az egyenesre és a síkra egyaránt merőleges, közöttük elhelyezkedő szakasz adja. Fogalmazhatunk úgy is, hogy az egyenesen kiválasztunk egy tetszőleges pontot, és ennek a pontnak a másik síktól való távolsága adja a két sík távolságát.

Hajlásszögek

Egyenes és sík hajlásszögén értjük az egyenes és ennek a síkra eső merőleges vetülete által bezárt szöget. Ha a vetület egy pont, 
akkor az egyenes merőleges a síkra. Más esetben az így kapott képegyenes és az eredeti egyenes hajlásszöge adja az egyenes és a sík hajlásszögét.

Két kitérő egyenes hajlásszögét a velük párhuzamos, egymást metsző egyenesek hajlásszöge adja.

Két sík hajlásszögét úgy kapjuk, hogy a metszésvonalra, annak egy tetszőleges pontjában mindkét síkban egy-egy merőleges egyenest bocsátunk. Ennek a két egyenesnek a hajlásszöge adja a két sík hajlásszögét. Két sík hajlásszöge derékszögnél nem nagyobb.
Feladatok
Módszertani megjegyzés

Fontos felismertetni, hogy a gúlában az oldallap és az oldalél az alaplappal más-más szöget zár be.
3.1 Rajzold be a következő gúlákba a megfelelő szögeket: α: alaplap és oldallap szöge; β: alaplap és oldalél szöge; γ: szomszédos oldallapok hajlásszöge. Rajzold be a testmagasságot is!
a)



b)


c)

3.2 Jelöld be a kockán a következő távolságokat és hajlásszögeket:
a) B és ADH sík távolsága
b) AG testátló és H csúcs távolsága

c) AG testátló és EFG sík hajlásszöge

d) B csúcs távolsága AEG síktól

e) B csúcs távolsága ADG síktól

f) B távolsága DEG síktól

g) AB és BH testátló hajlásszöge

3.3  Jelöld meg  a szabályos hatszög alapú egyenes hasábon a következő távolságokat és hajlásszögeket:

a) d = testmagasság; 


b) α = a leghosszabb testátló és az alaplap hajlásszöge;

c) β = a leghosszabb testátló és az alapél hajlásszöge;

d) γ = a leghosszabb testátló és az oldallap hajlásszöge;


4. Feladatok térbeli számításokhoz  
Módszertani megjegyzés:

Ez a fejezet a térfogat- és felszínszámítás és a trigonometriai (derékszöges) feladatok előkészítése, az általános iskolai ismeretek szinten tartás miatt került a modulba. Ha nincs rá idő, el is hagyható. Számításos feladatokat tartalmaz Pitagorasz-tételre, speciális háromszögekre. A gyorsabban haladókkal a kocka testátlójára, a térfogat- és felszínre vonatkozó feladatokat ajánlott átvenni.
4.1 Mintapélda:

Határozd meg a négyzet alapú szabályos gúla testmagasságát, ha minden éle 10 cm hosszú!


A megfelelő derékszögű háromszög egyik befogója M (testmagasság), másik befogója az alaplap átlójának a fele, azaz 
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Ebből következik, hogy a bejelölt háromszög egyenlő szárú.
Módszertani megjegyzés:

Egy másik megoldási lehetőség: az ábrában bejelöljük az alap csúcspontjati: A,B, C, a gúla negyedik csúcspontja: D. Ekkor ABC
[image: image31.wmf]D
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, mert 2-2 oldaluk 10, a harmadik közös, az alaplap átlója 
[image: image34.wmf]Þ

M = d/2 = 5
[image: image35.wmf]2

  Ebből az is következik, hogy a szemköztes oldalélek merőlegesek egymásra.

Feladatok
4.2 Határozd meg a kocka testátlójának hosszát, ha az oldala 

a) 10 cm;

b) 25 cm; 

c) a egység     
Megoldás: 
[image: image36.wmf]3
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4.3 Határozd meg a szabályos hatszög alapú hasáb leghosszabb testátlójának hosszát, ha minden éle 12 dm!

Megoldás: 
[image: image37.wmf]720

, azaz   26,83 dm   
4.4 *Mintapélda:

Számítsd ki, hogy a kockába írt gömbön kívüli „üres rész” hány százaléka a kocka térfogatának?

A kocka térfogata a3, a kockába írt gömb sugara a/2, így annak térfogata 
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4.5 *Számítsd ki, hogy a gömbbe írt kocka esetén az üres rész térfogata hány százaléka

a) a gömb térfogatának;

b) a kocka térfogatának.

Megoldás: A különbség 
[image: image40.wmf]3
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, ami a gömb térfogatának 63,2%-a, a kockáénak 172%-a.
4.6 Határozd meg, milyen mélyen nyúlik a föld alá a piramis folyosója, aminek végén a piramiskamra található!
a) a = 120 m, b = 32 m, c = 18m;

b) a = 13 dm, b = 69 cm, c = 53 cm;

c) a = 2 m, b = 98 cm, c = 14,5 dm;

Megoldás: 
[image: image41.wmf]2
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a) 97,65m; b) 57,17cm; c)29,34cm

4.7 **Írd rá a számokat 1-től 8-ig úgy a szabályos tetraéder lapjaira, hogy bármelyik csúcsában találkozó négy lapon a számok összege 18 legyen! 

Megoldás: 




4.8 Egy 6 cm élhosszúságú kockát hat élének felezőpontja felezőpontjára fektetett síkkal kettévágunk az ábra szerint. Rajzold le a vágás után testek hálóját, és *határozd meg a felszínüket is!


Megoldás: A = 108 + 27
[image: image42.wmf]3

= 154,8 (cm2)


4.9 Egy hangya A csúcsból a B csúcspontba a lehető regrövidebb úton szeretne eljutni, a négyzet alapú szabályos gúla külső felszínén. A gúla minden éle 5,6 cm. Mekkora utat kell megtennie?
Megoldás: 9,7 cm.
5. Térszemlélet fejlesztő feladatok
5.1 Rajzold meg térben azokat a testeket, amelyeket felülről és elölről nézve az alábbi ábrán látjátok. Egy tárgy egyértelmű megjelenítéséhez elegendő-e két oldalról ránézni? Miért?
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Megoldás

[image: image44.jpg]
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Két nézetből általában nem tudjuk meghatározni a testet. A 3. számú kép például fekvő henger vagy három oldalú hasáb képe is lehet.
5.2 *Rajzold meg, hogyan néz ki az alábi test elölről, oldalról és felülről!



Megoldás:


              


                                                                                            2005 © Erdély Dániel

5.3 A négy kép közül melyik nem a nézete a középen látható hat színes golyóból álló rugós testnek? 



 Megoldás: b







Erdély Jakab munkája

5.4 *Rajzold le, hogy néz ki az az átfúrt test, amelynek vetületeit a három ábra mutatja!




Megoldás:


2005 © Erdély Dániel

5.5 **Az alábbi három kép közül melyiken látjuk a bekeretezett, drótból készített test valamelyik nézetét?


     

Ilyen:



Erdély Jakab munkája

Megoldás: c.

5.6 ***Rajzold meg azt a tárgyat, amelynek három nézete az alábbi ábrákon látható! Figyelj arra, hogy az árnyékok is szerepet játszanak a feladat megoldásában!
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Felülnézet



  Elölnézet


          Jobbról

Megoldás:


[image: image48.jpg]
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5.7 **Rajzold meg az ábrán látható tárgy nézeteit (elöl-, felül-, oldalnézetét)! 


Megoldás:


2005 © Erdély Dániel

5.8 Válaszd ki, hogy a melyik pecsét lenyomata a négy rajz közül!

[image: image49.jpg]
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Megoldás: b)

5.9 A középen látható testnek melyik ábra nem a vetülete az alábbi öt közül?

a)








b)




c)



        d)




e) 

2005 © Erdély Dániel

Megoldás: a: fentről;b: nem nézete; c: jobbról; d: rossz; e: elölről.
Miről tanultunk ebben a modulban?

· Átismételtük a testek síkbeli ábrázolását, jellemzőit;

· Megtanultuk a testek csoportosítását;

· A testek leírásához szükséges fogalmakkal ismerkedtünk meg;

· Áttekintettük az egyes testek definícióit, a térelemek távolságát, hajlásszögeit;

· Feladatokat oldottunk meg testhálókra, hajlásszögekre, távolságokra vonatkozóan;

· Új testekkel, élvázakkal, hálókkal találkoztunk.

Lexikon

Test hálója: poliéderek esetén az a sokszöglap, amelyet ha papírlapból kivágunk, akkor összehajtogatható belőle a test felülete. 

Henger: adott az alapsíkon egy görbe vonallal határolt síkidom (alaplap), és egy egyenes, amely az alapsíkkal nem párhuzamos. Ha a görbe minden pontján keresztül párhuzamos egyenest húzunk az adott egyenessel (alkotók), akkor végtelen hengerfelületet kapunk. Ezt elmetszük egy, az alapsíkkal párhuzamos síkkal (fedőlap). Az így keletkező bezárt térrészt nevezzük hengernek. Ha a görbe kör, a test neve körhenger. Egyenes körhengernél az adott egyenes merőleges az alapsíkra. A test görbe határoló felületét palástnak nevezzük. Az alaplap és a fedőlap síkjának távolsága adja a testmagasságot.

Kúp: adott az alapsíkon egy görbe vonallal határolt síkidom (alaplap), és egy pont az alapsíkon kívül (csúcspont). Ha a görbe minden pontját egyenesekkel összekötjük az adott ponttal, végtelen kúpfelületet kapunk. Az így keletkező bezárt térrészt nevezzük kúpnak. Ha a zárt görbe kör, a test neve körkúp. Ha a pontnak az alaplap síkjára eső merőleges vetülete az alapkör középpontjába esik, egyenes körkúpot kapunk. A test görbe határoló felületét nevezzük palástnak (egyenes körkúp síkba kiterített palástja körcikk), a csúcspont és a görbe által meghatározott egyeneseket pedig alkotóknak. A csúcsnak az alaplap síkjától való távolsága a kúp magassága. 

Az egyenes körkúp nyílásszöge: ha az egyenes körkúpot elmetszük egy olyan síkkal, amely a kúp testmagasságának egyenesét tartalmazza, akkor egyenlőszárú háromszöget kapunk (alapja az alapkör átmérője, szárai a kúp alkotói). A szárak által bezárt szöget a kúp nyílásszögének nevezzük.

Csonkakúp: Ha a kúpot elmetsszük egy, az alaplappal párhuzamos síkkal, csonkakúpot kapunk. Az alaplap és a fedőlap síkjának távolsága adja a testmagasságot.

Hasáb: adott az alapsíkon egy sokszög (alaplap), és egy egyenes, amely az alapsíkkal nem párhuzamos. Ha a sokszögvonal minden pontján keresztül párhuzamost húzunk az adott egyenessel, hasábfelületet kapunk. Ezt elmetsszük egy, az alapsíkkal párhuzamos síkkal (fedőlap). Az így keletkező bezárt térrészt nevezzük hasábnak. Egyenes hasábnak nevezzük 
azt a hasábot, amelynél az adott egyenes merőleges az alapsíkra. Az oldallapokat együtt palástnak nevezzük. Az alaplap és a fedőlap síkjának távolsága adja a testmagasságot.

Gúla: adott az alapsíkon egy sokszög (alaplap), és egy pont az alapsíkon kívül (csúcspont). Ha a sokszögvonal minden pontját összekötjük az adott ponttal, végtelen gúlafelületet kapunk. A keletkező bezárt térrészt nevezzük gúlának. A testmagasság az alaplap síkjának és a külső csúcsnak a távolsága.

Csonkagúla: ha a gúlát elmetsszük egy alaplappal párhuzamos síkkal, csonkagúlát kapunk. Az alaplap síkjának a fedőlap síkjától való távolsága a csonkagúla testmagassága.

Szabályos gúla: szabályos sokszög alapú egyenes gúla.
Konvex testeknek nevezzük azokat a testeket, amelyeknek bármely két pontját összekötő szakaszt a test teljes egészében tartalmazza. 

Konkáv test: nem konvex, azaz a testnek van legalább két olyan pontja, amelyeket összekötő szakaszt a test nem teljes egészében tartalmazza.
Izoéder: olyan test, melynek minden lapja egybevágó.
Szabályos test: olyan konvex poliéder, amelyeknek élei, élszögei és lapszögei is egyenlők Öt szabályos test van: szabályos tetraéder, kocka, oktaéder, dodekaéder és ikozaéder.

Testek térfogata: annak a térrésznek a mértéke, amelyet a test határoló felülete bezár.

Testek felszíne: a test határoló felületének mértéke.

Kocka térfogata: 
[image: image50.wmf]3

a

V

=

, felszíne 
[image: image51.wmf]2

6

a

A

=

 (a a kocka oldala). 
Téglatest térfogata 
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Gömb térfogata 
[image: image54.wmf]p

3

3

4

r

V

=

 , felszíne 
[image: image55.wmf]p

2

4

r

A

=

 (r: a gömb sugara).

Henger térfogata 
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Hasáb térfogata: V = Ta · m  (alapterület · testmagasság),
            felszíne: A = 2Ta + Tp  (2·alapterület + palást)
Euler tétele: minden konvex poliéder esetén élek + 2 = lapok + csúcsok száma. 

Pont és egyenes távolsága a pontból az egyenesre bocsátott merőleges szakasz hossza.

Pont és sík távolsága a pontból a síkra bocsátott merőleges szakasz hossza.

Párhuzamos egyenesek távolsága az ezeket összekötő, rájuk merőleges szakasz hossza.

Kitérő egyenesek távolsága a mindkét síkra merőleges egyenes két sík közé eső szakaszának hossza.

Párhuzamos síkok távolsága az ezeket összekötő, rájuk merőleges szakasz hossza.

Egyenes és vele párhuzamos sík távolsága az egyenesre és a síkra egyaránt merőleges, közöttük elhelyezkedő szakasz hossza.

Két metsző egyenes hajlásszöge: az általuk alkotott szögek közül a másiknál nem nagyobb szög.

Egyenes és sík hajlásszögét úgy kapjuk meg, hogy az egyenest merőlegesen levetítjük a síkra. Ha az egyenes vetülete egy pont, akkor az egyenes merőleges a síkra. Más esetben az így kapott vetületi egyenes és az eredeti egyenes hajlásszöge adja az egyenes és a sík hajlásszögét.

Két kitérő egyenes hajlásszöge: a velük párhuzamos, egymást metsző egyenesek hajlásszöge.

Két sík hajlásszöge: a két sík metszésvonalára annak egy tetszőleges pontjában mindkét síkban egy-egy merőleges egyenest állítunk Ennek a két egyenesnek a hajlásszöge adja a két sík hajlásszögét. 
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