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Grafelméleti feladatok (emelt szint)

1. (ESZEV Minta (1) 2004.05/9)

Egy haromnapos konferencian, amelyen 6t orszag kiildottei vettek részt, harom hivatalos nyel-
vet hasznaltak: az angolt, a németet és a franciat. Amikor programegyeztetésre Osszeiiltek, ki-
deriilt, hogy a brit és a magyar vezetonek egy-egy, a francianak kettd, a németnek és az olasznak
harom-harom személyes ismerdse van a vezetéségben. (Az ismeretségek kdlcsonosek.)

a) Rajzoljon fel egy olyan grafot, amely az ismeretségeket szemlélteti a vezetdségben!
b) Ismerte-e egymast a német és az olasz kiildottség vezet6je? (Valaszat indokolja!)

2. (ESZEV Minta (3) 2004.05/8)

Egy véllalat a nyolc gyaregysége kozott zartlanc kamerarendszert épit ki tigy, hogy barmely
két egység kozott legyen kapcesolat. Biztonsagi okokbol olyan terv késziilt, hogy barmely két
kabel meghibasodasa esetén még Osszefliggd maradjon a rendszer, viszont ha egy harmadik
kabel is meghibasodik, akkor mar nem feltétleniil marad 6sszefiiggd a rendszer.

a) Mutassa meg, hogy a fenti feltételek mellett minden gyaregységbdl legalabb harom kabel
kell, hogy kiinduljon!

b) Legalabb hany kabel-6sszekottetést kell kiépiteni?

c) Szemléltesse a rendszert egy olyan graf felrajzolasaval, amelyben az élek szama minimalis!

3. (ESZEV 2005.05/2)
Dontse el, hogy az alabbi négy allitas koziil melyik igaz és melyik hamis!

A) Egy 6 pontot tartalmaz6 teljes grafnak 15 éle van.

B) Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a pontok szama is paros.
C) Haegy 51 pontu grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.

D) Nincs olyan 6 ponta graf, amelyben a fokszamok 6sszege 11.

4. (ESZEV 2005.10/2)

Aladar, Béla, Csaba, Dani és Erné szombat délutdnonként egyiitt teniszeznek. Mikor megér-
keznek a teniszpalyara, mindegyik fiu kezet fog a tobbiekkel. Hany kézfogas torténik egy-egy
ilyen k6z0s teniszezés eldtt?

5. (ESZEV 2005.10/8)

Egy kirandulason tiz tanuld kérmérkézéses asztalitenisz bajnoksagot jatszott. (Ez azt jelenti,
hogy a tiz tanul6 ko6ziil mindenki mindenkivel pontosan egy mérkdzést vivott.) Mutassa meg,
hogy 11 mérkdzés utan volt olyan tanulo, aki legaldabb haromszor jatszott!

6. (ESZEV-NY 2007.05/3)

A Pécsre kozlekedd vonat elsé osztalyu fiilkéjében hatan utaznak egy tudomanyos konferenci-
ara. A vonat indulasa utan kidertiil, hogy a hat ember k6zott van kettd, aki mindenkit ismer az
utitarsak koziil, a tobbiek pontosan négy-négy utitarsat ismernek régebbrdl. (Az ismeretségek
kolcsonosek.)

a) Szemléltesse graffal az ismeretségeket!
b) Az ismerdsok a flilkébe 1épve kézfogassal koszontotték egymast. Hany kézfogas tortént?

7. (ESZEV 2008.05/7)
Annanak 40 ismerdse van. Anna ismerdseinek mindegyike Anna tobbi ismerdse koziil pontosan
egyet nem ismer. A szoba keriilt 41 ember kozo6tt 6sszesen hany ismeretség all fenn? (Az isme-
retségek kolcsondsek.)



8. (ESZEV-NY 2008.05/5)

Egy edzétaborba 0sszesen 10 lany és 9 fiu érkezett meg. Az els6 foglalkozason az edzé min-
denkit megkérdezett, hogy hany tarsat ismerte korabbrol a csoportbol. (Az ismeretség kolcso-
nds.) Tudjuk, hogy korabbrol mindegyik fiti pontosan ugyanannyi lanyt ismert, viszont a lanyok
mindannyian kiilonb6z6 szamu fiat ismertek. Lehet-e, hogy minden fia 6 lanyt ismert korabbrol
a tabor kezdetekor?

9. (ESZEV 2009.10/7)

Egy angol matematikus harom német és négy magyar matematikust hivott vendégségbe szom-
bat délutanra. Csiitortokon a hazigazda és a 7 meghivott koziil néhanyan telefonon egyeztettek.
A hazigazda mindenkivel beszElt. Az azonos nemzetiségii vendégek egymast nem hivtak, de a
tobbiekkel mind beszéltek telefonon. Senki nem beszélt egy masik emberrel egynél tobbszor,
¢s minden beszélgetés pontosan két ember kozott zajlott. Hany telefonbeszélgetést bonyolitott
le egymas kozott a 8 matematikus csiitortokon?

10. (ESZEV-NY 2010.05/2)
Kati felvett négy pontot: A, B, C és D, majd megrajzolt egy olyan egyszerii teljes grafot, amely-
nek 253 éle van, €s csticsai kozott szerepelnek az A, B, C és D csticsok is.

a) Hany 10j grafcstcsot kellett megrajzolni a mar meglévo 4 cstics mellé?
b) Legfeljebb hany éle torolhetd ki ennek a grafnak, hogy még 6sszefiiggd maradjon?

11. (ESZEV 2010.10/6)

Tekintsiik azt a tiz csiicsu grafot, amelyet a megadott abra szemléltet. Er-
16l a grafrol fogalmaztunk meg két allitast. Allapitsa meg mindkét alli-
tasrol, hogy igaz vagy hamis! Adjon rovid magyarazatot valaszara!

1. allitas: Ennek a grafnak 20 éle van.
2. allitas: Ebben a grafban van olyan részgraf, amelyik nyolc éli kor.

12. (ESZEV 2011.10/9)
Ot, egymastol tavol esd tanya kozott kabeleket feszitenek ki, barmely két tanya kozott legfel-
jebb egyet.

a) Osszesen hany kiilonbozé halozatot lehetséges létrehozni a tanyak kozott? (A halézatban a
kifeszitett kabelek szama 0-t6l 10-ig barmennyi lehet. Két haldzatot akkor tekintiink kiilon-
bozdnek, ha van olyan 6sszekottetés, amely az egyikben 1étezik, de a masikban nem.)

b) Takarékossagi okokbol csak 4 kabelt feszitenek ki ugy, hogy a haldzat azért Gsszefliggd
legyen. (Osszefliggdnek tekintiink egy halozatot, ha a kabelek mentén barmely tanyarol
barmely masikba el lehet jutni, esetleg mas tanyak kozbeiktatasaval.) Hany kiilonb6z6é mo-
don tehetik ezt meg, ha az egyes tanyakat megkiilonboztetjiik egymastol?

13. (ESZEV 2012.10/9)
A kovetkezo két allitasrol dontse el, hogy igaz vagy hamis. Valaszait indokoljal

a) Van olyan 6tpontt egyszerii graf, amelynek 11 éle van.
b) Ha egy 6tpontu egyszerli graf minden csticsa legalabb harmadfoku, akkor biztosan van ne-
gyedfoku csticsa is.

14. (ESZEV 2013.05/3)
Tekintsiik a kovetkez0, egyszerti grafokra vonatkozo allitast:

Ha a graf minden pontjanak fokszama legalabb 2, akkor a graf biztosan osszefiiggo.
a) Dontse el, hogy igaz vagy hamis az allitas! Valaszat indokolja!

b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat! Dontse el, hogy igaz vagy hamis az allitas meg-
forditasa! Valaszat indokoljal
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Tekintsiik a kdvetkezd halmazokat:
P ={0sszefiiggd grafok}, Q ={egyszert grafok}, R ={kort tartalmazo6 grafok}.
a) Helyezze el az alabbi grafok abrajanak sorszamat a lenti halmazabraban a megfeleld helyre!
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b) Rajzoljon egy 6 pontu fagrafot az 5. abrara, és helyezze el ennek a sorszamat is a fenti
halmazabraban a megfeleld helyre!
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5. dbra

15. (ESZEV-NY 2014.05/2)
Egy teljes grafbol 45 ¢lt elhagyva egy fagrafot kaptunk. Hany pontja van ennek a grafnak?

16. (ESZEV 2014.10/8)

a) Hatarozza meg az alabbi kijelentések logikai értékét (igaz-hamis)! Valaszait indokolja!
A) Van olyan hatpontu fa graf, amelynek minden cstcsa paratlan fokszamu.

B) Ha egy hétpontu egyszerii grafnak 15 éle van, akkor a graf 6sszefiiggo.

C) Van olyan fa graf, amelyben a csticsok szamanak és az élek szamanak Gsszege paros.

Egy hatfOs tarsasag tagjai A, B, C, D, E és F. Mindenkit megkérdeztiink, hogy hany ismerdse
van a tobbiek kozott (az ismeretség kolesonds). A valaszként kapott hat természetes szam szor-
zata 180. Az is kidertilt, hogy A-nak legalabb annyi ismerdse van, mint B-nek, B-nek legalabb
annyi ismerdése van, mint C-nek, és igy tovabb, E-nek legalabb annyi ismerése van, mint F-nek.

b) Szemléltesse egy-egy graffal a lehetséges ismeretségi rendszereket!

17. (ESZEV-NY 2015.05/6)

a) Egy 9 pontu fagrafban ismerjiik 8 pont fokszamat: 1; 1; 1; 1; 2; 3; 3, 3. Hatarozza meg a
kilencedik pont fokszamat!

b) Van-e olyan 9 pontl egyszeri graf, amelyben mind a 9 pontnak mas a fokszama?

18. (ESZEV 2015.10/6)
A H halmaz a nyolcponta egyszer(i grafok halmaza. A kovetkez6 allitas a H elemeire vonatko-
zik: Ha egy (nyolcpontu egyszerii) graf minden pontjanak fokszama legalabb 3, akkor a graf

0sszeftiggo.
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a) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat a H elemeire vonatkozoéan, és dontse el a megfor-
ditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

19. (ESZEV Minta (3) 2015.10/4)

Hany olyan 4 pontt, 3 éli graf van, amelynek vannak tobbszoros élei? (Két grafot nem tekin-
tiink kiilonbozonek, ha csticsaik k6zott van olyan kdlcsondsen egy-értelmii megfeleltetés, hogy
mindkét grafban ugyanazok a csucsok vannak élekkel dssze-kotve.)

20. (ESZEV 2016.05/6)
Legyen G egy nyolcpontt egyszeri graf, amelynek dsszesen 9 éle van. Igazolja, hogy G csucsai
kozott biztosan van olyan, amelynek a fokszama legalabb 3.

21. (ESZEV-NY 2017.05/6)
A H halmaz a tizpontu egyszerii grafok halmaza. A kovetkez6 allitas a H elemeire vonatkozik:
Ha egy (tizpontu egyszerii) grafnak legfeljebb 8 éle van, akkor nem tartalmaz kort.

a) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!
b) Fogalmazza meg az allitas megforditasat a H elemeire vonatkozoan, és dontse el a megfor-
ditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

22. (ESZEV 2017.10/6)

Egy lapra 10 pontot rajzoltunk, majd ezeket megszamoztuk 1-t6l 10-ig. Ezutdn minden egyes
pontot egy-egy vonallal ,,0sszekotiink™ a lapon szerepld 6sszes olyan ponttal, amelyhez irt szdm
a kivalasztott ponthoz irt szamnak osztoja. (Példaul azt a pontot, amelyhez a 6-ot irtuk, Gssze-
kotottiikk mind a négy ponttal, amelyhez a 6 valamelyik osztdjat irtuk.)

a) Igazolja, hogy az igy kapott 10 csucst graf nem egyszer(i graf!
b) Igazolja, hogy a graf éleinek szama paratlan!

23. (ESZEV 2018.05/5) . 2 3
Az dbran egy 3x3-as Kirakos jaték (puzzle) sematikus képe lathato. A kira- -

kos jatékot egy graffal szemléltethetjiik ugy, hogy a graf csucsai (44, 4, - J—Eﬂﬁ :
..., C3) a puzzle-elemeket jelolik, a graf két csucsa kozott pedig pontosan B

akkor vezet él, ha a két csucsnak megfelel6 puzzle-elemek kozvetleniil (egy a's R, LI a
oldalban) kapcsolodnak egymashoz a teljesen kirakott képben. £ 1 1

a) Rajzolja fel a kirakos jaték grafjat (a csucsok azonositasaval egyiitt), és hatarozza meg a
grafban a fokszamok osszegét!
b) Igazolja, hogy a megrajzolt grafban nincs olyan (grafelméleti) kor, 1 2 3
amely paratlan sok é1bél all! 4| -
c) A teljesen kirakott képen jeloljon meg a puzzle-elemek koziil 7 darabot |- )_‘E)ﬂ(j_k_ :
LI g Iy &
. L

o

ugy, hogy a kirakosjaték altaluk alkotott részlete (a részletnek megfe-
leld graf) mar ne legyen 0sszefliggd!

| |

24. (ESZEV 2018.05/8)

Dontse el, hogy igaz-e a kovetkez6 kijelentés! Valaszat indokolja!
Van olyan Gy, illetve G, fagraf, amelyre igaz, hogy a Gz cstcsainak szama kétszerese a G
cslicsai szamanak, és a Gz éleinek szdma is kétszerese a Gi élei szamanak. (A fagrafnak van
legalabb egy csucsa.)

25. (ESZEV 2019.05/7)
Ot kiilonb6zd szamjegyet leirunk egy papirlapra. Két szdmjegyet pontosan akkor kotiink 6ssze
egy vonallal (éllel), ha a kiilonbségiik paros szdm (de egyik szamjegyet sem kotjiik Ossze



onmagaval). Igy egy otpontu grafot kapunk. Hatarozza meg az alabbi két allitas logikai értékét
(igaz vagy hamis)! Valaszat indokolja!

a) Lehetséges, hogy fagrafot kapunk.

b) Lehetséges, hogy nem dsszefliggd grafot kapunk.

26. (ESZEV-NY 2019.05/2)

Tobb telepiilés kozotti legkisebb koltségli vezetékhalozat tervezésekor eldszor egy teljes grafot
készitettek. Ebben a grafban minden telepiilést a graf egy csucsaval, minden vezetékes kapcso-
latot a graf egy-egy ¢élével jeldltek, majd a graf minden élére rairtak, hogy mennyibe keriilne az
adott kapcsolat kiépitése. Ezutan egyesével kitorolték a ,,koltséges €leket” ugy, hogy a torlés
utan megmaradoé graf 6sszefiiggd maradjon. A teljes graf élei kétharmadéanak torlése utan végiil
egy (a legkisebb koltségii halozatot megado) fagrafot kaptak. Hany telepiilés szerepelt a terv-
ben?

27. (ESZEV 2019.10/6)

Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 pontu egyszerii grafok halmaza. Az F halmaz az U elemei
koziil pontosan azokat tartalmazza, amelyek fagrafok, a G halmaz pontosan azokat, amelyek
Osszefiiggd grafok, a H halmaz pedig pontosan azokat, amelyek 6 pontu grafok.

a) Az alabbi abran satirozassal jelolje meg, és halmazmiiveletekkel is adja meg az U-nak azt
a részhalmazat, amelyik iires halmaz!

b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe rajzoljon pontosan egy lehetséges
grafot!

28. (ESZEV 2020.05/3) 4
Tekintslik az dbran lathaté nyolcpontu grafot. A graf 9 ¢élét kékre, 3

¢lét pedig zoldre szinezziik. Igazolja, hogy barmelyik ilyen szinezés- ; D
nél lesz a grafban egyszinli (grafelméleti) kor!

29. (ESZEV-NY 2020.05/6) P ;
Legyen G egy tizpontl egyszerii graf, melynek Osszesen 6 éle van.
Igaz-e, hogy G csticsai kozt biztosan van legalabb két olyan, amely-
nek a fokszama legalabb 2? Vialaszat indokolja!

30. (ESZEV 2020.10/6)
Adott négy, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvény:

fO)=x+4)2-x), gx)=x+4 hx) =x*-4, i(x)=|x|—4.

Egy négypontu graf csucsait megfeleltetjiik e négy fliggvénynek. Két csucsot pontosan akkor
kotiink Ossze éllel, ha a két megfeleld fiiggvénynek van kozos zérushelye.

a) Rajzolja fel az igy kapott grafot!

A valo6s szamok halmazan értelmezett k fliggvény zérushelyei —5 és 3, az m fiiggvény zérushe-
lyei 3 és —3, az n fliggvény zérushelyei pedig 5 és —5. A p elséfoku fiiggvény hozzarendelési

szabalya p(x) = x + ¢, ahol ¢ egy valds szam.
I 4000



b) Hanyféleképpen valaszthatdé meg a ¢ konstans értéke ugy, hogy a k, m, n és p fiiggvényekre
a b) feladatban megadott szabaly szerint elkészitett négyponta graf fagraf legyen?

31. (ESZEV 2021.05/6)

Egy nyomozas soran fontossa valt felderiteni azt, hogy az A, B, C, D, E, F hattagu tarsasag mely
tagjai ismerik egymast, azaz milyen a tarsasadg ismeretségi hdloja (ismeretségi grafja). (Az is-
meretség barmely két tag kozott kolcsonds. A tarsasag két ismeretségi haloja akkor kiilonbozo,
ha van két olyan tag, akik az egyik haloban egymasnak ismerdsei, de a masikban nem.) A nyo-
mozas soran az mar bizonyitotta valt, hogy A-nak 5, B-nek 4, C-nek 3 ismerdse van a tarsasag-
ban. Ennél tobbet azonban nem sikeriilt kideriteni, igy aztan D, E és F egymas kozotti ismeret-
ségeirdl sincs még semmilyen informacio.

a) Hanyféle lehet a D, E, F csoport ismeretségi haloja?

A friss bizonyitékok szerint a D, E, F csoportban mindenki ismeri a masik két személyt.

b) Az 6sszes eddigi (a korabban és a frissen beszerzett) informaciot figyelembe véve hany-
féle lehet az A, B, C, D, E, F hattagti tarsasag ismeretségi haloja?

32. (ESZEV Minta 2021.10/3)

Képzeljiik el, hogy egy nagy lapra leirtuk az 0sszes olyan kiilonb6z6 szamjegyekbdl allo ha-
romjegyll pozitiv egész szdmot, melyben nem szerepel a 0 szdmjegy. A lapon két szdmot akkor
kotiink 0ssze egy vonallal (éllel), ha pontosan két azonos szamjegy van benniik. (P1. a 536-ot
¢és a 315-6t Osszekatjiik, de a 718-at és a 615-6t kozvetleniil nem, illetve a 842-t és a 284-et
sem.) Igy egy grafot kapunk.

a) Hatarozza meg az alabbi allitas logikai értékét (igaz vagy hamis). Allitasat indokolja!
A kapott graf 6sszefiiggo.
b) Hany éle van ennek a grafnak?

33. (ESZEV 2022.05/8)

Egy hatfs barati tarsasag tagjai Andrés, Bori, Csaba, Dora, Ervin és Fanni bajnoksagon dontik
el, hogy ki a legjobb pingpongos koziilik. Mindenki mindenki ellen egy mérkdzést jatszik.
Amikor 9 mérkdzést mar lejatszottak, akkor kideriilt, hogy mindegyikiik paratlan szam mér-
kdzésen van tal. Andras az eddigi egyetlen meccsét Bori ellen jatszotta, Csaba még nem jatszott
Ervin ellen. Jatszott-e mar Dora Fanni ellen?

34. (ESZEV-NY 2022.05/7)

Egy papirlapon adott 6t pont. A pontok mellé egy-egy pozitiv egész szamot irunk. Az adott
pontok legyenek egy olyan 6tponta egyszerti graf csticsai, amelynek két csucsa pontosan akkor
van ¢llel 6sszekdtve, ha a csticsok mellé irt szadmok koziil az egyik tobbszordse a masiknak. Az
alabbi harom 4bra mindegyikén 5-5 pont lathato. frjon mindharom abran az 5 pont mellé Kii-
16nb6z6 pozitiv egész szamokat, majd rajzolja meg a fenti szabaly szerint a graf éleit tigy, hogy
az elsd esetben egy teljes grafot, a masodik esetben egy fagrafot, a harmadik esetben pedig egy
tires grafot kapjon (az tires grafnak egyetlen éle sincsen)!

1. Teljes graf 2. Fagraf 3. Ures graf




